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1. Uvod

�Cvrsta elektrostati�cka pogonska tehnologija dovodi do revolucije u podru�cje svemirske pro-

pulzije i na�cin na koji se ostvaruje kretanje u vakuumu. Za razliku od tradicionalnih kemij-

skih pogonskih sustava, elektrostati�cki pogon koristi elektri�cki nabijene�cestice za generira-

nje pogonske sile, što se pokazalo e�kasnijim prema dosadašnjim istra�ivanjima. U ovom

radu bit će prikazani simulacijski scenariji koji opisuju ove sustave u atmosferskim uvje-

tima. Jedan od sve popularnijih oblika�cvrstih elektrostati�ckih pogona su ionski potisnici.

Ionski potisnici uspješno su korišteni u vakuumskim uvjetima svemira uz primjenu inertnih

plinova, no nedavni napredci u tehnologiji omogućili su njihovu primjenu i u atmosferi. U

ovom radu bitće opisane osnove rada ionskih potisnika te njihove potencijalne primjene

u atmosferskom okru�enju, kao i već postignuta tehni�cka dostignúca. Iako je ionska pro-

pulzija �cesto povezana sa svemirskim istra�ivanjima, ona pru�a i zna�cajne mogúcnosti za

poboljšanje performansi letjelica u atmosferskim uvjetima. Jedna od klju�cnih komponenti

ovog tehnološkog pristupa je koronski izboj, koji ima središnju ulogu u stvaranju potiska bez

pokretnih dijelova. Za istra�ivanje svojstava ovog tipa pogona nu�no je razviti digitalnog

blizanca (engl.digital twin ), koji omogúcuje provōdenje simulacija radi optimizacije, br-

�eg razvoja i dubljeg razumijevanja efekata koje uzrokuje interakcija ionskog vjetra i tokova

zraka.
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2. Opći i speci� �cni ciljevi rada

Primarni cilj ovog rada je istra�iti u�cinkovitost i preciznost metode Lattice-Boltzmann (LBM)

u simulaciji ionskog vjetra, s posebnim naglaskom na aproksimaciju sile koja djeluje na �uid.

Ionski vjetar, fenomen koji se javlja pod utjecajem elektri�cnog polja na ione u �uidu, pred-

stavlja kompleksan problem spregnutih �zikalnih procesa. Korištenje LBM metode za ovu

svrhu predstavlja inovativan pristup koji omogućuje izravnu simulaciju �uida na mikroskop-

skoj razini, uz diskretizaciju prostora i vremena. Ova metoda ima potencijal pru�iti prednosti

u odnosu na klasi�cne metode kona�cnih volumena (FVM), koje se tradicionalno koriste u sof-

tverskim paketima poput OpenFOAM-a. Usporedba rezultata dobivenih LBM metodom s

onima dobivenim FVM metodama, s fokusom na to�cnost aproksimacije sile koja djeluje

na �uid, odnosno na preciznost simulacije. Evaluacija ra�cunalnih resursa potrebnih za iz-

vod̄enje simulacija pomócu obje metode, uklju�cujući vrijeme potrebno za konvergenciju i

stabilnost numeri�ckih rješenja, odnosno numeri�cku e�kasnost metoda. Provjera konzistent-

nosti rezultata s �zi�ckim o�cekivanjima i eksperimentalnim podatcima, uklju�cujući analizu

dinamike �uida pod utjecajem elektri�cnog polja. Identi�kacija speci��cnih prednosti LBM

pristupa u simulaciji ionskog vjetra, kao i potencijalnih ograni�cenja ili izazova u primjeni

ove metode. Ovaj rad doprinosi postojećem znanju na nekoliko na�cina.

Prvo, pru�a dubinsku analizu sposobnosti LBM metode za precizno modeliranje kom-

pleksnih spregnutih procesa u ionskom vjetru.

Drugo, usporedbom s FVM metodama, rad pru�a uvid u potencijalne prednosti i nedos-

tatke svake metode, nudeći smjernice za budúci razvoj i optimizaciju numeri�ckih alata za

simulaciju elektrohidrodinami�ckih fenomena.

Kona�cno, rezultati ovog istra�ivanja mogu imati šire implikacije za primjene gdje su pre-

cizne simulacije �uida i elektrostati�ckih sila klju�cne, poput dizajna naprednih propulzijskih

sustava.

Tako rad ne doprinosi samo teorijskom razumijevanju, već i prakti�cnim primjenama u

in�enjerskim i znanstvenim disciplinama.
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3. Koronalni izboj

3.1. Matemati�cki model

Ionska propulzija zasnovana je na ionizaciji atoma sredstva (plina) koja se odvija pod utje-

cajem visokog napona izmed̄u dviju elektroda odmaknutih u sredstvu koje se ionizira. Plin

u kojem su elektroni odvojeni od iona te se slobodno gibaju sredstvom, nalazi se u sta-

nju koje se naziva plazma. Pri ionizaciji zraka razlikuje se nekoliko regija plina u blizini

elektroda te se svojstva naglo mijenjaju na granicama. Regije oko elektroda su podru�cja

koronalnog izboja i podru�cje elektri�cnog luka koji povezuje elektrode uz napone dovoljno

visoke za probijanje otpora zraka i prelaska u vodljivi re�im �uida. Prije prelaska u vod-

ljivi re�im iskrenja nakon napona proboja zraka, za vrijeme koronalnog izboja ioni putuju

izmed̄u elektroda te uslijed interakcija s neioniziranim dijelom sredstva stvara gibanje. Ovaj

efekt naziva se ionski vjetar (engl.ionic wind ), koji je generiran ionizacijom plina (stva-

ranjem plazme). Izvedba ionskog propulzora sastoji se od anode i katode koje su odvojene

speci��cnim razmakom ovisno o sredstvu u kojem se nalaze, naponu koji je doveden te ge-

ometrijskim svojstvima ovisno o ciljanom vladanju. Razlikuju se dvije vrste propulzora na

temelju raspodjele elektroda, odnosno radi li se o pozitivnom ili negativnom koronalnom

izboju.

Uzevši u obzir standardni sastav zraka koji glasi:

– 78.084% dušik,

– 20.946% kisik,

– 0.934% argon,

– 0.036% ugljikov dioksid,

mogúce je pojednostaviti model kao ionizaciju samo dušika (N2) i kisika (O2), što �cini

ukupno 99.03% ukupnog �uida. Geometrija sustava u kojem je emiter to�ckasti izvor vi-

sokog napona postavljena iznad kolektora prikazan na slici 3.1 oznakomX uz to je prikazan

atom kisika ili dušika zbog preglednosti. Dominantna reakcija koja se dogad̄a pri sudarima

je e� + X  ! 2e� + X + .

3



Slika 3.1: Shema sudara iona pri visokom naponu i generiranje ionskog vjetra

Uz direktnu ionizaciju u podru�cju ionizacije oko elektrode dolazi i do lavine multiplika-

cije ionizacije pri kojoj se slobodni elektroni nasumi�cno sudaraju te uslijed velike koli�cine

energije koju nose imaju mogućnost stvaranja novih iona uslijed sudara. Ovaj fenomen poz-

nat je kao Townsendova lavina, a princip je prikazan na slici 3.2. Ovakav izboj dovodi do

velikog povécanja u vodljivosti materijala te time�cini klju �cni korak u stvaranju iskrenja i

proboja zraka pri naponu većem ili jednakom speci��cnom proboju zraka u danim uvjetima.

Slika 3.2: Nastanak Towsendove lavina

Kako bi bilo mogúce ispravno matemati�cki modelirati sustav koronalnog izboja i pove-

zanih efekata potrebni su modeli više fenomena. Neki od zna�cajnijih efekata su:

– elektri�cna struja uslijed gibanja iona

– toplinska energija koja utje�ce na gibanje i brzine molekula

– Jouleovi efekti koji utje�cu na svojstva �uida

Uzimajúci otvorenu domenu (neograni�ceni prostor)
 u smjerovima u kojima jednu stra-

nicu ne zatvara kolektorska elektroda prema slici 3.1,
 predstavlja podru�cje prostora koje

je ispunjeno prete�no neutralnim �uidom i pozitivno nabijenim ionima. Podru�cje ionizacije
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oko emitera je zanemarivo s obzirom na ukupnu putanju izmed̄u elektroda te je na slici 3.1

ona ilustrativno prikazana preuveli�cano.

Formulacija Poissonove jednad�be za unipolarne ione u �uidu glasi:

r � (� ~E) = �r � (� r � ) = qNp (3.1)

Sprega s kontinuitetom elektri�cne struje de�nira se jednad�bom 3.2:

@qNp
@t

+ r � ~j = 0 (3.2)

U gore navedenim jednad�bama� je elektri�cna permitivnost zraka,~E vektor elektri�cnog

polja, � elektri�cni potencijal,Np broj protona te jeq jedini�cni naboj. Sprega je u parcijalnim

diferencijalnim jednad�bama povezana kroz gustoću struje~j , koja se povezuje s tri razli-

�cita efekta: zanošenje uslijed djelovanja elektri�cnog polja, advekcija i difuzija, kao što je

prikazano u jednad�bi 3.3:

~j = qNP � � ~E + qNP~v � qDr Np (3.3)

Koe�cijent � predstavlja mobilnost iona u �uidu téce biti dodatno prikazan u nastavku

rada kao i njegova uloga u analiti�ckim izrazima nu�nim za uvedene aproksimacije, dok je~v

ukupna brzina �uida. KonstantuD nazivamo difuzijskom konstantom, koja je povezana s

mobilnoš́cu i temperaturomT prikazanom u Einsteinovoj jednad�bi, uzkB kao Boltzman-

novu konstantu:

D = �k B Tq� 1 (3.4)

Aerodinami�cki efekti nekompresibilnog Newtonskog �uida opisani su Navier-Stokesovim

jednad�bama 3.5, koje predstavljaju o�cuvanje mase i koli�cine gibanja:

@~v
@t

+ ( ~v � r )~v = � r 2~v � r ~p +
~F EDH + ~FB

�

r � ~v = 0

(3.5)

gdje je� kinemati�cki viskozitet,~p modi�cirani (efektivni) tlak u polju,~F EDH elektromag-

netske sile koje�cine Lorentzovu silu u re�imu elektrodinami�ckih efekata te~FB sila zanošenja

koja djeluje na �uid u prisutnosti magnetskog polja.

Prebacivanjem pa�nje na zadnji�clan jednad�be 3.5 sastoji se od sume sila koje su elek-

trohidrodinmai�ckaF EDH 3.18 i uzgonaFB . Pošto se radi o jednom toku uniformnog �uida

(zraka) i ograni�cenog temperaturnog gradijenta sila koja proizlazi iz elektrohidnamike i ve-

li �cine samog postava moguće je uvesti Boussinesqovu aproksimaciju oko referentne tempe-

ratureT ref:
~FB = ~g[� (T) � � ] = ~g[�� exp(T ref)(T � T ref)] (3.6)
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gdje su� exp termalni koe�cijent proširenja i� (T), varijabilna gustóca, ovisna o temperaturi

oko to�cke linearizacije (temperature i gustoće). Zaklju�cno za termodinamiku vrijedi:

@T
@t

+ ~v � r T �
k

�C V
r 2T =

_Q
�C V

(3.7)

gdje je k toplinska vodljivost, aCV speci��cni kapacitet mase. Toplinsku snagu koja se

razvija, _Q, je mogúce raspisati kao Jouleovo zagrijavanje uslijed djelovanja~j i mehani�cke

snage razvijene uslijed gibanja ionaF EDH:

_Q = ~j � ~E � ~v � ~F EDH = ( qNP � ~E � qDr Np) � ~E (3.8)

3.1.1. Modeliranje gibanja iona

Kako bi se pokrenulo koronalno pra�njenje, pad napona izmed̄u emitera i kolektora mora

premašiti odrēdeni prag vrijednost koji ozna�cavamo sV0, dok je odgovarajúca ja�cina elek-

tri �cnog polja na emiteru ozna�cena sE0. Oṕce prihvácena Kaptsovljeva hipoteza (Kaptsov,

1947) ka�e da slobodni naboj, emitiran koronalnim pra�njenjem pri naponima višim odV0

rezultira "zadr�avanjem" ja�cine elektri�cnog polja emiteru na vrijednostiE0. Iako V0 jako

ovisi o cjelokupnoj geometriji urēdaja, eksperimentalni dokazi pokazuju da jeE0 strogo

povezan s polumjerom zakrivljenosti kolektorske elektrode Peek (1929). Na mikroskali,

koronalno pra�njenje se generira udarnom ionizacijom molekula plina i lavinskom multi-

plikacijom elektrona. Prema lavinskom modelu koji je prvi razvio Townsend i objavio u

knjigama: Townsend i Edward (1910) i Townsend (1915), kationi se generiraju u podru�cju

koje karakterizira skup to�caka~x 2 
 takav da:


 T exp
� Z

L (~x)
� T (~r � d~r)

�
� 1 (3.9)

Parametri
 T i � T ovise o primijenjenom elektri�cnom polju, tlaku i kemijskom sastavu plina

i elektroda, dok jeL(~x) putanja negativno nabijenih�cestica koje krécu s emitera i putuju

do to�cke~x zbog sile elektri�cnog polja. Iako nije prakti�cno va�na kada prostorni naboj nije

zanemariv, relacija 3.9 daje grubu procjenu debljine ionizacijskog podru�cja gdje se plin mo�e

smatrati plazmom. Ta debljina uvelike ovisi o geometriji, tlaku �uida i elektri�cnom polju.

U re�imu koronalnog izboja ona je toliko mala u usporedbi s duljinom neutralnog podru�cja

�uida da ima smisla koristiti objedinjeni model za ionizacijsko podru�cje i predstaviti ga kao

dio površine emitera. U ovoj aproksimaciji, jedini nositelji naboja unutar podru�cja �uida su

kationi kako je i opisno u radu Peek (1929).

Uzevši oṕci oblik modeliranja stope ubrizgavanja kationa u regiju glavnog �uida. S

ciljem opisa sustava potrebno je odrediti rubni uvjet odnosno u ovom slu�caju jednad�bu

rubnog uvjeta Robinovog tipa kao u jednad�bi 3.10 u kojoj� A ozna�cava površinu emitera:

�N pj � A + �@n Npj � A = � (3.10)
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gdje je@~nNp = r Np � ~n komponenta gradijenta gustoće iona normalna na� A . Uvjet 3.10

općenitoće biti nelinearan jer dopušta koe�cijente� , � i � koji lokalno ovise o normalnoj

komponentiEn = ~n � ~Ej � A i o gustóci iona Npj � A . Naj�ceš́ci pristup korišten u numeri�c-

kim studijama pozitivnog korona pra�njenja koji se pojavljuje u Mazumder i Lai (2011)

Mazumder et al. (2011) sastoji se u postavljanju strujeim tako da na emiteru bude jednaka

eksperimentalno izmjerenoj vrijednostiim . To vodi do sljedéceg izbora parametara u 3.10:

� 1Npj � A + � 1@n Npj � A = � 1;

� 1 = � q�E n ;

� 1 = qD;

� 1 =
im

s

(3.11)

Vidljivo je da se prema 3.11 model temelji na dodatnoj pretpostavci da je komponenta gus-

toće ionske struje kaoj n = ~n � ~j j � A normala na kontakt jednoliko raspored̄ena du�� A (što

predstavlja uniformnu razdiobu). Ova posljednja pretpostavka, zajedno s�cinjenicom da je

potrebno poznavanje izmjerene vrijednosti struje za svaku vrijednost primijenjenog napona,

zna�cajno ograni�cava sposobnost simulacija i izra�cuna koji su temeljeni na jednad�bama 3.11

što onemogúcuje pru�anje korisnih informacija o utjecaju geometrije kontakta emitera na

performanse urēdaja. Postoji modi�kacija za modeliranje brzine kojom se kationi ubriz-

gavaju u podru�cje �uida. Kako bi bilo mogúce pojednostaviti izra�cun iz kojeg je mogúce

izvesti jednad�bu prema 3.23 koja je korištena u Sigmond (1982), a predlo�ena prema Tho-

mas Christen (2005)

j n = wNp � j satH (En � E0) (3.12)

gdje H (x) ozna�cava Heavisideova funkciju skoka. Parametri koji se pojavljuju u 3.12 su

maksimalna dozvoljena gustoća strujej sat, prag elektri�cnog poljaE0 za stvaranje ionizacije,

te proporcionalna konstantaw (dimenzije brzine pomno�ene s elektri�cnim nabojem) izmēdu

struje povratnog raspršenja i koli�cine iona nakupljenih u regiji prostornog naboja na emiteru.

Ovaj model je mogúce predstaviti kao struju kontroliranu prostornim nabojem. Korištenjem

3.12 za odrēdivanje koe�cijenata oṕceg izraza 3.10 dolazimo do

� 2Npj � A + � 2@n Npj � A = � 2;

� 2 = w � q�E n ;

� 2 = qD;

� 2 = j satH (En � E0):

(3.13)

Iako ovaj model ne zahtijeva prethodno znanje o gustoći struje, �cime se naizgled rješava

glavni problem modela 3.12, kvaliteta njegovih predikcija kriti�cno ovisi o ispravnom izboru

parametaraj sat i w, te se�cini da je, u nekim relevantnim prakti�cnim situacijama, prili�cno loša
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ako se tim parametrima daju vrijednosti neovisne o pristranosti. Poboljšanjem je moguće

uvesti još daljnje promjene modela 3.12 kod� 2 u � 3 tako da se model de�nira kao:

� 3Npj � A + � 2@n Npj � A = � 2
3;

� 3 = w � q�E 0;

� 3 = qD;

� 3 = q�E nNpj � A

(3.14)

Pristup prikazan u modelu opisanom jednad�bom 3.14 ima samo jedan parametar kojega je

relativno lako odrediti,�cak i aproksimativno, a to jeE0, no pod cijenu nelinearnosti na granici

kroz Npj � A , što u stacionarnom stanju polja kakva su u ovome radu razmatrane omogućuje,

jednostavnu linearizaciju u ustaljenom stanju.

3.2. Trenutne spoznaje

Koronalni izboj dogāda se izmēdu elektrode s oštro zakrivljenom površinom, poput oštrice

ili tankog vrha �ice i površinom véce, ali oblikom mnogo manje zakrivljene površine ili�cak

ravnine. Vrh ili �ica nazivaju se emiterskom elektrodom i mogu biti pozitivno ili negativno

nabijeni u odnosu na suprotnu elektrodu. Druga elektroda naziva se kolektorskom elektro-

dom i suprotnog je polariteta ili je uzemljena u odnosu na emitersku elektrodu. Koronalni

izboj oblik je pra�njenja u kojem se, osim u malom podru�cju oko emitera, struja prenosi

isklju�civo pomócu iona. Napon izmēdu emiterske i kolektorske elektrode postavlja se u red

veli�cine kV u zraku pod atmosferskim tlakom te taj napon mo�e biti pozitivan ili negativan,

ovisno o naboju na emiterskoj elektrodi. Uslijed veoma malih dimenzija emitera, stvara se

vrlo jako lokalno elektri�cno polje u blizini oštrog ruba. Red veli�cine elektri�cnog polja u

zraku u bliskoj okolici emiterske elektrode iznosi107V/m. Tolika jakost elektri�cnog polja

dovodi do elektronske emisije, što rezultira time da, ako je emiter pozitivno nabijen, elek-

troni će se vratiti emiteru, alíce pri tom próci kroz sudare s molekulama zraka, stvarajući

pozitivno nabijene ione. Timéce tako nastali ioni biti odba�ceni od emitera i privu�ceni prema

kolektoru, pri�cemuće nasumi�cno dolaziti do sudara s molekulama zraka, dajući im moment

i time generirajúci ionski vjetar, koji je osnova za stvaranje potiska. Podru�cje u kojem se ioni

stvaraju vrlo je malo u usporedbi s udaljenosti izmed̄u emitera i kolektora, tako da većinom

podru�cja pra�njenja dominira ionska struja. Debljina� (mm) ionizacijskog podru�cja mo�e

se izra�cunati prema radu E.A. i P.S. (1967)

� =
p

a (3.15)

gdje jea (mm) radijus vrha emitera iz kojeg se javlja koronalni izboj. Ako se primijenjeni

napon previše poveća i pribli�i naponu proboja zraka, dolazi do iskrenja za tu duljinu zra�cnog
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raspora, a svjetlost korone prelazi u iskru.Christen i Moller (E.A. i P.S., 1967) pokazali su da

potisak koji proizvodi ionski vjetar u zraku,T (N), mo�e se zapisati kao:

T =
I � d

�
(3.16)

gdje je I struja u pra�njenju (A),d raspon izmēdu elektroda emitera i kolektora (m), a�

ionska mobilnost (m2=V � s). S obzirom na potisak izra�en kao potisak po jedinici snage� ,

mogúce ga je prikazati kao:

� =
T

IV
=

d
V

�
=

1
E�

(3.17)

gdje jeV primijenjeni napon, aE prosje�cno elektri�cno polje, de�nirano kaoE = V
d . Pro-

blem korištenja ionske propulzije kao pogona vidljiv je u jednad�bi 3.17. Budući da bi se

postigao visoki omjer potiska prema snazi, elektri�cno polje mora biti nisko, što implicira ni-

sku struju, a time i nizak potisak prema jednad�bi 3.15. Alternativa je imati nisku mobilnost.

Mobilnost zraka poznata je i ovisi o vla�nosti Tyndall i Grindley (1926), ali varira samo od

vrijednosti2:15� 10� 4m2=Vs za suhi zrak do1:6 � 10� 4 za zasíceni zrak. Iz eksperimenata

E.A. i P.S. (1967) zaklju�ceno je da u�cinkovitost pogona u atmosferskim uvjetima iznosi oko

1%, što je premalo za bilo kakvu prakti�cnu primjenu. Njihov maksimalno izmjereni potisak

bio je oko 0.45 N, s površinom protoka otprilike 0.1 m2, a omjer potiska prema snazi bio je

21 N/kW. Jedina geometrijska varijabla u eksperimentu bila je udaljenost izmed̄u elektroda.

Po�cevši od jednad�be 3.15, mo�e se izvesti vrlo jednostavno pretpostavljajući, kao što je to

u�cinjeno u radu E.A. i P.S. (1967), da je elektri�cno polje uniformno u glavnom dijelu koro-

nalnog pra�njenja téce ta pretpostavka biti korištena i u aproksimaciji polja na kojem djeluje

sila u ovom radu, s primijenjenim naponomV (volti). Budúci da više nema iona nakon što

su ioni napustili podru�cje visokog polja oko vrha, umno�ak gustoće iona,ni i presjeka pra�-

njenjaA bit će konstantan. Svaki ion do�ivjetće elektrostati�cku silu,Ti , de�niranu kao:

Ti = eE (3.18)

gdje je e jedini�cni naboj, a naravno postoje iznosom jednake i smjerom suprotne sile na

elektrodama. Ukupna sila svih iona na elektrodama tada je:

T = NTi = NeE (3.19)

gdje jeN , ukupan broj iona u pra�njenju, jednostavnoN = ni Ad. Struja pra�njenja dana je:

I = ni evi A (3.20)

gdje jevi prosje�cna brzina iona

vi = �E (3.21)
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Slijedi da je ukupna sila na elektrodama:

T = NeE

= ni AdeE

=
(ni evi A)dE

�E

=
Id
�

(3.22)

što se poklapa s jednad�bom 3.15. Ovo pokazuje da je potisna sila povezana s ionskim vje-

trom jednostavno elektrostati�cko odbijanje emitera, odnosno privla�cenje kolektora na oblak

iona u pra�njenju. Drugi na�cin za odrēdivanje struje u mirnom zraku je korištenjem Town-

sendovog zakona, koji glasi:

I = C � V � (V � V0) (3.23)

Gdje jeC konstanta koja opisuje probojna svojstva �uida s mjernom jedinicom A3s6/(m4kg2)

, V0 napon pri kojem po�cinje utjecaj ionizacije teV napon koji je doveden na razmak med̄u

elektrodama. S ciljem numeri�ckog odrēdivanja struje, potrebno je provesti integraciju gus-

toće naboja kroz cijelo podru�cje ionizacije, no mogúce je uvesti pojednostavljenje koje pret-

postavlja uniformnu gustócu naboja u cijelom podru�cju ionizacije kao gustócu naboja danom

s � c u podru�cju površineA prema radu (Sigmond, 1982), te je brzina iona ozna�cena kaovi

sukladno jednad�bi 3.20 gdje je gustoća zamijenjena pojedina�cnim �cesticama.

I = � c � vi � A (3.24)

Nadalje, nu�no je dodati i brzinu okolnog �uida unutar kojeg se kreće sam potisnik u slu-

�caju da takvo strujanje postoji te je tada ukupna brzina ionavi sastavljena kao zbroj brzina

okolnog �uida vf i brzine �cestice u poljuE unutar �uida na temelju mobilnosti� :

vi = vf + �E (3.25)

Brzina iona u gore navedenom izvodu ovisila je o ionskoj mobilnosti, koja se odred̄uje suda-

rima iona sa zrakom kroz koji putuju. Sam ionski vjetar stvara se pri svakom sudaru iona s

molekulom zraka, što ometa kretanje iona prema kolektoru i ubrzava zrak prema kolektoru.

Jednostavan model sudara ilustriratće to.

Ioni su u uniformnom polju, páce se ubrzavati pod konstantnim ubrzanjema, dano kao:

a =
eE
mi

(3.26)

gdje jemi masa iona. Na putu duljine� , tj. srednje slobodne staze iona u zraku, ionće se

sudariti s molekulom zraka. Ako se dodatno pretpostavi daće se u ovom sudaru ion dovesti
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do zaustavljanja, a molekula zraka dobiti svu koli�cinu gibanja koju je ion imao prije sudara,

tadaće ion prevaliti udaljenost� u vremenut tako da:

� = at2 (3.27)

iz �cega proizlazi prosje�cna brzina iona kao:

vi =
�
t

=
at
2

=
eE
2mi

�

r
2mi �
eE

= E

r
e�

2mi E

(3.28)

novi =E je mobilnost� , iz �cega slijedi:

� =

r
e�

2mi E
(3.29)

Rezultat da je� proporcionalna s inverznim korijenom polja podudara se s rezultatima za

ione u zraku pod visokim elektri�cnim poljem prema navodu Sigmond (1982). Na udaljenosti

putad izmed̄u emitera i kolektora, svaki iońce do�ivjeti d=� sudara. Na svakom sudaru

ion predaje zraku impuls2mi vi . To pretpostavlja sudare uglavnom s jednakom masom iona

i molekulama zraka. Dakle, ukupni impuls koji se daje zraku, uzimajući u obzir vrijeme,

mo�e se tuma�citi kao sila koja ubrzava zrak,F EDH, što je:

F EDH = n � 2mi vi �
d
�

(3.30)

pri �cemu jen broj iona koji dolazi do kolektora u jedinici vremena (s), što je moguće prikazati

kao promjenu naboja u vremenu po ionuI=e. Uvrštavanjem te�cinjenice u jednad�bu 3.28,

kao i jednad�be 3.30 zavi , u jednad�bu koja uvodi �zikalnu konstantu mobilnosti� 3.29,

sila koja ubrzava zrak je:

F EDH = I � d

r
2mi � E

e�
(3.31)

Kompleksno odrēdivanje mobilnosti elektrona u zraku nije moguće izbjéci samim uvršta-

vanjem mobilnosti 3.29 na odgovarajući �clan u analiti�cke izraze, ali je mogúce izbjéci ko-

rištenje elektri�cnog polja uvrštavanjem u jednad�bu 3.31, te je takav rezultat vidljiv kao

jednad�ba 3.32:

F EDH =
I � d

�
(3.32)

Dakle, vidi se da je sila koja ubrzava zrak, tj. sila koju stvara ionski vjetar, ista kao potisak

na elektrodama, koji je sam reakcija elektri�cnoj sili na ione.
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4. Metode rješavanja i simulacijska

okru�enja

Simulacija dinamike �uida�cesto je korišten in�enjerski alat te je u posljednje vrijeme do�ivio

pravu revoluciju. Broj radova povezanih s dinamikom �uida naglo je porastao s napretkom

raspolo�ive ra�cunalne snage te su samim time i modeli postali precizniji, a time i njihovi

rezultati reprezentativniji. Ovakav razvoj omogućio je veliku raznolikost u na�cinu izvedbe

pojedinih alata i razvoju speci��cnih svojstava koje bi omogućili modeliranje mnogih efekata

vezanih za dinamiku �uida. Razvijeno je mnogo komercijalnih, ali i alata za slobodnu upo-

rabu (open source) te bit će razmatrane samo pojedine implementacije ovisno o metodi rada.

Rast interesa je jasno opisan u analizi tr�išta od strane EMRa te je utvrd̄eno kako je na tom

podru�cju o�cekivan rast od 11.7% do 2032 uz vrijednost tr�išta od oko 6.3mlrd $. Svi su alati

koji se koriste bazirani na diskretiziranim domenama i numeri�ckim metodama za rješavanje

Navier-Stokesovih jednad�bi ili nekom od pojednostavljenih rješenja. U osnovi na�cini rje-

šavanja razlikuju se ovisno o izvedbi njihovih metoda diskretizacije domene i primijenjenih

numeri�ckih metoda koje im odgovaraju. Glavne skupine su FEM (f inite element method )

programi i FVM (f inite volume method ) te Lattice-Boltzmannova metoda koja kombi-

nira statisti�cku mehaniku �uida s mikroskopskim kineti�ckim zakonima. U nastavkúce biti

razmatrane navedene metode te na temelju te usporedbe bitće potanje objašnjeno zašto je

odabrana Lattice-Boltzmannova metoda.

4.1. Metoda kona�cnih volumena (FVM)

Metoda kona�cnih volumena (FVM) je jedna od najkorištenijih numeri�ckih tehnika za rješa-

vanje parcijalnih diferencijalnih jednad�bi, posebno u kontekstu dinamike �uida. Osnovna

ideja FVM-a je podjela domene na male, diskretne volumene (kontrolne volumene) i pri-

mjena integralnih oblika diferencijalnih jednad�bi preko tih volumena.
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Teoretska osnova FVM-a

Metoda kona�cnih volumena temelji se na integralnim oblicima zakona o�cuvanja (masa, ko-

li �cina gibanja, energija). Ra�cunska domena dijeli se na kona�cne volumene, te se integralni

oblici jednad�bi primjenjuju unutar svakog volumena. Ova metoda osigurava da su klju�cni

�zikalni zakoni o�cuvanja implicitno zadovoljeni na diskretnoj razini, što je jedna od najvećih

prednosti FVM-a.

Za potrebe dobivanja rješenja korištene su jednad�ba kontinuiteta za nestla�cive �uide i

Navier-Stokesova jednad�ba. Jednad�ba kontinuiteta govori o konzervaciji mase te glasi:

@�
@t

+ r � (� u) = 0 (4.1)

gdje je� gustóca �uida, u brzina �uida, at vrijeme. U nestla�civim tokovima,� predstav-

lja konstantnu vrijednost, pa jednad�ba kontinuiteta postaje:

r � u = 0 (4.2)

Navier-Stokesova jednad�ba za nestla�cive �uide uklju�cuje vanjske sile:

@(� u)
@t

+ r � (� uu ) = �r p + r � (� r u) + F (4.3)

gdje jep tlak, � dinami�cka viskoznost, aF vanjske sile (npr. gravitacija, elektromag-

netske sile ili u kontekstu ovog rada EHD). Kako bi bilo moguće riješiti jednad�be 4.2 i

4.3 potrebno je osigurati diskretne volumene na kojima se kontinuirana domena evaluira.

Taj se postupak naziva diskretizacijom, a naj�ceš́ce korištene sheme diskretizacije u FVM-u

uklju�cuju:

– Centralna razlika: koristi srednju vrijednost za diskretizaciju derivata, pogodna za

laminarne tokove.

– Upwind shema: koristi vrijednosti iz uzvodnih́celija, stabilnija je za turbulentne

tokove.

– Shema drugog reda (QUICK, MUSCL): koristi polinomske aproksimacije za posti-

zanje véce to�cnosti.

4.1.1. OpenFOAM implementacija

OpenFOAM koristi FVM za rješavanje Navier-Stokesovih jednad�bi, uklju�cujući modele za

Reynolds-averaged Navier-Stokes (RANS) i Large Eddy Simulation (LES). Detalji o imple-

mentaciji mogu se pronaći u dokumentaciji OpenFOAM-a Jasak i A. Jemcov (2007). Mre�e

koje diskretiziraju ra�cunsko podru�cje mogu biti strukturirane ili nestrukturirane:
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– Strukturirane mre�e: imaju redovitu, pravokutnu topologiju, što olakšava implemen-

taciju i smanjuje ra�cunalne troškove. Mēdutim, nisu pogodne za kompleksne geome-

trije.

– Nestrukturirane mre�e: sastoje se od nepravilnih, trokutastih ili tetraedarskih eleme-

nata, što omogúcava �eksibilnost u modeliranju kompleksnih geometrija, ali pove-

ćava ra�cunalne troškove i slo�enost implementacije.

Slika 4.1: Shema podjele podru�cja na kona�cne volumene u FVM.

Dobre strane FVM-a

Jedna od klju�cnih prednosti FVM-a je konzervativna priroda metode. Integriranje parcijalnih

diferencijalnih jednad�bi preko kontrolnih volumena osigurava o�cuvanje masa, koli�cine gi-

banja i energije. Ovo je posebno va�no u simulacijama dinamike �uida gdje su takvi zakoni

o�cuvanja fundamentalni za to�cnost i stabilnost rješenja (H. K. Versteeg, 2007).

FVM je takod̄er vrlo �eksibilan u radu s nestrukturiranim mre�ama. Ova �eksibilnost

omogúcava prilagodbu mre�e slo�enim geometrijama koje se�cesto javljaju u stvarnim in-

�enjerskim problemima. Korištenje nestrukturiranih mre�a omogućava detaljno modelira-

nje geometrijskih slo�enosti bez prekomjernog ra�niranja mre�e (Moukalled i L. Mangani,

2016).

Primjena FVM-a u softverskom paketu OpenFOAM pru�a dodatne prednosti. Open-

FOAM je otvorenog koda, što omogućava korisnicima prilagodbu i proširenje postojećih

modela prema speci��cnim potrebama. OpenFOAM nudi širok spektar alata za simulaciju

dinamike �uida, od osnovnih rješenja do naprednih turbulentnih modela i višefaznih tokova

Jasak i A. Jemcov (2007).
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Loše strane FVM-a

Unato�c mnogim prednostima, FVM ima i svoje nedostatke. Jedan od glavnih izazova je

slo�enost formulacije za visoko nestrukturirane mre�e, što mo�e dovesti do numeri�ckih nes-

tabilnosti. Postizanje stabilnosti i to�cnosti�cesto zahtijeva so�sticirane metode za generiranje

mre�e i aproksimaciju rubnih uvjeta (Blazek, 2001).

Takod̄er, dok je FVM odli�can u o�cuvanju konzervativnih svojstava, mo�e imati problema

s to�cnoš́cu kod rješavanja problema sa slo�enim granicama i prijelaznim stanjima kao što su

sile na �uid korišten u sklopu ovog rada. Ove poteškoće �cesto zahtijevaju dodatne mjere,

poput ra�niranja mre�e, što povécava ra�cunske troškove i vrijeme simulacije (J. H. Ferziger,

2002).

4.2. Metoda kona�cnih elemenata (FEM)

Metoda kona�cnih elemenata (FEM) je još jedna popularna tehnika za numeri�cko rješavanje

parcijalnih diferencijalnih jednad�bi, koja se široko koristi u in�enjerskim i �zikalnim pro-

blemima. FEM se temelji na podjeli problema na manje, kona�cne elemente unutar kojih se

problem lokalno aproksimira.

Teoretska osnova FEM-a

FEM se temelji na varijacijskom pristupu rješavanju diferencijalnih jednad�bi, gdje se origi-

nalna jednad�ba transformira u slabi oblik koji je pogodan za diskretizaciju. Problem se za-

tim dijeli na kona�cne elemente, a aproksimacija se provodi korištenjem funkcija oblika koje

su de�nirane unutar svakog elementa. Metoda kona�cnih volumena (FVM) koristi integralni

oblik zakona o�cuvanja za diskretizaciju jednad�bi. Ra�cunsko podru�cje se dijeli na kona�cne

volumene te se integralni oblici jednad�bi primjenjuju unutar svakog volumena. Ova me-

toda osigurava o�cuvanje klju�cnih �zikalnih zakona na diskretnoj razini. Metoda kona�cnih

elemenata (FEM) koristi varijacijski princip za diskretizaciju kontinuiranih polja. Problemi

se postavljaju kao varijacijske forme koje se zatim diskretiziraju korištenjem kona�cnih ele-

menata.

U FEM-u, Navier-Stokesova jednad�ba mo�e se izraziti u slabom obliku:
Z




@(� u)
@t

�v d
+
Z



(� u �r )u �v d
 = �

Z



r p�v d
+

Z



� r u �r v d
+

Z



f �v d
 (4.4)

gdje jev testna funkcija, a
 podru�cje integracije.

Naj�ceš́ce korištene sheme diskretizacije u FEM-u zasnovane su na izradi objekta mre�e

u kojimaće se vršiti evaluacija jednad�bi uklju�cuju:
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– Linearni elementi: jednostavni za implementaciju, koriste se za osnovne simulacije.

– Kvadratni elementi: pru�aju vécu to�cnost, koriste se za slo�enije simulacije.

– Isoparametri�cni elementi: prilagodljivi za kompleksne geometrije.

4.2.1. Elmer implementacija

Elmer softver koristi FEM za rješavanje razli�citih �zikalnih problema, uklju�cujući dinamiku

�uida. Na slici 4.2 prikazana je diskretizacija domene za korištenje FEM metoda u pro-

gramskom paketu Elmer koji omogućava �eksibilnu postavu problema koristeći razne rubne

i po�cetne uvjete (M. Malinen, 2008), no teško de�nira spregu, a ne ide ni u prilog�cinjenica

da je program napisan u FORTRAN-u.

Slika 4.2: Shema kona�cnih elemenata korištenih u FEM simulacijama.

Dobre strane FEM-a

Jedna od klju�cnih prednosti FEM-a je njegova sposobnost preciznog modeliranja slo�enih

geometrija i rubnih uvjeta kao što je vidljivo na slici 4.2. Ova metoda omogućava jednos-

tavno de�niranje razli�citih materijalnih svojstava unutar razli�citih elemenata, što je korisno

u mnogim in�enjerskim primjenama (O. C. Zienkiewicz, 2005).

FEM takod̄er nudi visoku �eksibilnost u izboru funkcija oblika, što omogućava visoku

to�cnost u aproksimaciji rješenja. Ova �eksibilnost je posebno korisna u problemima gdje je

potrebno precizno modeliranje gradijenata. Mogućnost korištenja višestrukih tipova eleme-

nata i prilagodljivih mre�a dodatno doprinosi to�cnosti simulacija (Bathe, 1996).

Softverski paket Elmer, koji koristi FEM, omogućava korisnicima napredne mogućnosti

simulacije u dinamici �uida i termomehanike, s bogatim setom alata za prilagodbu i opti-

mizaciju. Elmer je takōder otvorenog koda, što omogućava široku primjenu i prilagodbu

speci��cnim potrebama korisnika (M. Malinen, 2008), no kako je navedeno teško je mijenjati

implementacije i dodavati nove sustave sprege izmed̄u raznih �zikalnih efekata.
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Loše strane FEM-a

Unato�c svojim prednostima, FEM takod̄er ima nekoliko nedostataka. Jedan od glavnih pro-

blema je ra�cunska slo�enost i potreba za velikim memorijskim kapacitetima, posebno kod

trodimenzionalnih problema. Ovi zahtjevi mogu biti prepreka za primjenu FEM-a u vrlo

velikim ili detaljnim simulacijama Hughes (1987).

Takod̄er, postavljanje mre�e za FEM mo�e biti slo�eno i zahtjeva veliko iskustvo i stru�c-

nost. Greške u mre�i mogu zna�cajno utjecati na to�cnost i stabilnost rješenja, što zahtijeva

dodatnu pa�nju pri de�niranju i provjeri mre�e (Cook et al., 2001).

4.3. Lattice-Boltzmann metoda (LBM)

Lattice Boltzmann metoda (LBM) je relativno novija numeri�cka tehnika za simulaciju di-

namike �uida koja se temelji na kineti�ckoj teoriji i modelima diskretnih brzina. LBM ne

rješava izravno Navier-Stokesove jednad�be, već koristi pojednostavljeni model kineti�cke

teorije kako bi simulirala ponašanje �uida na mikroskopskoj razini.

Teoretska osnova LBM-a

LBM se temelji na diskretizaciji prostora u rešetku (lattice) koja je poseban slu�caj strukturi-

rane mre�e te na aproksimaciji distribucijske funkcije�cestica unutar svakog�cvora te rešetke.

Evolucija distribucijske funkcije kroz vrijeme odred̄uje makroskopska svojstva �uida kao što

su brzina i tlak. Osnovne jednad�be LBM-a su jednad�be za evoluciju distribucijske funk-

cije, koje uklju�cuju sudarne operatore koji modeliraju sudare izmed̄u �cestica (Succi, 2001).

Lattice-Boltzmann metoda (LBM) temelji se na diskretizaciji prostora u rešetku i evoluciji

distribucijske funkcije�cestica kroz vrijeme. Ova metoda simulira ponašanje �uida koristeći

mikroskopske modele kineti�cke teorije. Osnovna Lattice Boltzmann jednad�ba je:

f i (x + ei � t; t + � t) � f i (x; t) = �
� t
�

[f i (x; t) � f eq
i (x; t)] (4.5)

gdje jef i distribucijska funkcija za�cesticu s brzinomei , � t vremenski korak,� vrijeme

relaksacije, af eq
i ekvilibrij distribucijska funkcija.

Makroskopske veli�cine kao što su gustoća� i brzinau dobivaju se sumiranjem distribu-

cijskih funkcija:

� (x; t) =
X

i

f i (x; t) (4.6)

� u(x; t) =
X

i

f i (x; t)ei (4.7)
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Diskretizacija kao LBM ostvarena je po�cvorovima unutar lattice koje je sli�cna strukturiranoj

mre�i, no njeno je generiranje uvelike lakše kao štoće biti opisano u nastavku. Naj�ceš́ce

korištene sheme diskretizacije u LBM-u uklju�cuju:

– D2Q9 model: koristi 9 brzina u dvodimenzionalnoj rešetki.

– D3Q19 model: koristi 19 brzina u trodimenzionalnoj rešetki.

– Multiple-Relaxation-Time (MRT) model: poboljšava stabilnost i to�cnost u odnosu na

Single-Relaxation-Time (SRT) model.

4.3.1. OpenLB implementacija

OpenLB Krause et al. (2020) je paket otvorenog koda koji implementira LBM za simulaciju

dinamike �uida. Pru�a �eksibilne alate za prilagodbu speci��cnim simulacijskim potrebama

L. Hegele (2018). Na slici 4.3 prikazan je diskretizirani lattice model kojiće kasnije biti

dodatno opisan i korišten u daljnim razmatranjima i simulacijama.

Slika 4.3: Shema rešetke u LBM simulacijama.

Dobre strane LBM-a

LBM ima nekoliko klju�cnih prednosti u usporedbi s tradicionalnim metodama poput FVM-a

i FEM-a. Jedna od najva�nijih je njegova prirodna sposobnost za paralelizaciju. Budući da

su izra�cuni unutar svakog�cvora rešetke lokalni, LBM je vrlo e�kasan za implementaciju na

modernim paralelnim ra�cunalnim arhitekturama, uklju�cujući GPU-ove (S. Kollmannsberger,

2017).

Druga prednost LBM-a je jednostavnost u rukovanju slo�enim rubnim uvjetima i ge-

ometrijama. Za razliku od FVM-a i FEM-a, LBM se temelji na jednostavnim pravokutnim

rešetkama, što olakšava implementaciju i smanjuje kompleksnost generiranja mre�e. Ovaj
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pristup takōder omogúcava jednostavno rukovanje s pokretnim granicama i višefaznim to-

kovima (S. Chen, 1998). Izrada 3D lattice-a iz kompleksne geometrije je prikazan prema

dokumentaciji (str. 35) openLB-a na slici 4.4.

Slika 4.4: Izrada lattice-a iz kompleksne geometrije .stl datoteke

OpenLB je softverski paket (biblioteka) otvorenog koda koji implementira LBM. Pru�a

korisnicima alate za u�cinkovitu i �eksibilnu simulaciju dinamike �uida koristéci LBM pris-

tup. OpenLB podr�ava razli�cite �zikalne modele i omogúcava jednostavnu prilagodbu i

proširenje L. Hegele (2018).

Loše strane LBM-a

Iako LBM ima mnoge prednosti, postoje i odred̄eni nedostaci. Jedan od glavnih problema je

numeri�cka stabilnost. LBM mo�e biti osjetljiv na razli�cite parametre simulacije, kao što su

veli�cina rešetke i vremenski korak. Nepravilno odabrani parametri mogu dovesti do nesta-

bilnosti i neto�cnosti u simulacijama (C. K. Aidun, 2010).

Drugi nedostatak je relativno visoka ra�cunska slo�enost za simulacije visoko turbulent-

nih tokova. Iako LBM mo�e u�cinkovito simulirati laminarne tokove, zahtjevi za ra�cunal-

nim resursima znatno rastu s povećanjem Reynoldsovog broja, što mo�e ograni�citi primjenu

LBM-a u simulacijama visoko turbulentnih tokova (Kruger i H. Kusumaatmaja, 2017).
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4.4. Usporedba LBM-a, FVM-a i FEM-a

Kada se usporēduju LBM s FVM-om i FEM-om, mo�e se identi�cirati nekoliko klju�cnih

to�caka.

LBM se izdvaja svojom jednostavnošću implementacije i e�kasnoš́cu na paralelnim ra-

�cunalnim arhitekturama. Ovo ga�cini atraktivnim za simulacije koje zahtijevaju brzu obradu

velikih koli �cina podataka, kao što su simulacije u realnom vremenu ili optimizacije dizajna

(Succi, 2008).

FVM je izuzetno koristan zbog svoje konzervativne prirode i �eksibilnosti u radu s nes-

trukturiranim mre�ama. Mēdutim, mo�e imati problema s to�cnoš́cu u slo�enim geometrijama

i zahtjeva pa�ljivo postavljanje mre�e za osiguranje stabilnosti (H. K. Versteeg, 2007).

FEM nudi visoku to�cnost i �eksibilnost u modeliranju slo�enih problema, ali mo�e biti

ra�cunski intenzivan i zahtjeva veliko iskustvo za pravilno postavljanje mre�e i rubnih uvjeta.

Ova metoda je posebno korisna za probleme s kompleksnim materijalnim svojstvima i ge-

ometrijama (O. C. Zienkiewicz, 2005).

Slijedom ovih razmatranja za daljnji je rad odabrana LBM metoda implementirana u

openLB biblioteci. Prednosti nad drugim metodama izlo�ili su Mathias J. Krause, Adrian

Kummerländer i Stephan Simonis, a zaklju�cci njihova predavanja više su no o�citi. Izvor je

podataka rad Marc Haussmann et al. (2020) gdje su detaljno opisane prednosti u izvod̄enju

LBM-a koristéci openLB nad FVM-om korištenjem openFOAM-a. Jedna od usporedbi pri-

kazna je na slici 4.5. Te je navedeno kako je izrada mre�e za rješavanje u OpenLB-u oko 424

puta br�a no u openFOAM-u dok je simulacija oko 32 puta br�a uz zadr�avanje podjednake

to�cnosti rezultata.

Slika 4.5: Usporedba brzine izvōdenja LBM-a i FEM-a z aisti testni slu�caj

LBM je vrlo u�cinkovit za simulacije s jednostavnim geometrijama i gdje je potrebna brza

paralelizacija. Tipi�cni primjeri uklju�cuju mikro�uidi, biomehanika i tokove u poroznim me-

dijima. OpenLB omogúcava jednostavnu implementaciju ovih simulacija i pru�a alate za

prilagodbu speci��cnim zahtjevima (L. Hegele, 2018). Rad C. K. Aidun (2010) detaljno us-

pored̄uje LBM simulacije s eksperimentalnim podacima za tokove u slo�enim geometrijama.
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LBM se pokazao vrlo prikladnim za simulacije mikro�uidike i kompleksnih tokova uz dobru

korelaciju s eksperimentalnim podacima.

FVM se�cesto koristi u industrijskim aplikacijama gdje je konzervacija masa, koli�cine gi-

banja i energije kriti�cna. OpenFOAM pru�a širok spektar mogućnosti za prilagodbu razli�ci-

tim industrijskim potrebama, uklju�cujući aerodinamiku, prijenos topline i više-fazne tokove

(Jasak i A. Jemcov, 2007). Rad H. K. Versteeg (2007) pru�a usporedbu FVM simulacija

s eksperimentalnim podacima za turbulentne tokove. Pokazano je da FVM mo�e precizno

predvidjeti klju�cne karakteristike toka uz pravilnu kalibraciju modela turbulencije.

FEM se široko koristi u grādevinarstvu, mehanici�cvrstih tijela i problemima s komplek-

snim materijalnim svojstvima. Elmer je posebno pogodan za termomehani�cke simulacije i

modeliranje slo�enih interakcija u sustavima (M. Malinen, 2008). Rad O. C. Zienkiewicz

(2005) usporēduje FEM simulacije s eksperimentalnim rezultatima u strujanjima oko kom-

pleksnih geometrija. FEM se pokazao vrlo u�cinkovitim za detaljno predvīdanje ponašanja

�uida uz visoku razinu to�cnosti.
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5. Lattice-Boltzmanova metoda

5.1. Razvoj Lattice-Boltzmann metode

Lattice-Boltzmann metoda (LBM) potje�ce iz ranih radova na stani�cnim automatima za simu-

laciju �uida, osobito radova Frisch i B. Hasslacher (1986), koji su uveli Lattice Gas Cellular

Automaton (LGCA). LGCA je bila prva metoda koja je koristila diskretni prostor i vrijeme

za simulaciju �uidne dinamike, ali je patila od velikih statisti�ckih �uktuacija i problema s

nestabilnoš́cu.

LBM se pojavila krajem 1980-ih i po�cetkom 1990-ih kao poboljšanje LGCA, koje je

zamijenilo binarna stanja�cestica u distribucijskim funkcijama. Prvi radovi koji su opisali

osnovne principe LBM su radovi F. J. Higuera (1988) te G. R. McNamara (1988). LBM je

brzo stekla popularnost zbog svoje jednostavnosti implementacije, paralelizacije i sposob-

nosti da prirodno rješava slo�ene grani�cne uvjete.

5.2. Osnovne de�nicije LBM-a

Daljnji izvod LBM-a bit će baziran na Wagner (2008).

5.2.1. Distribucijska funkcija i osnovne jednad�be

U LBM-u, �uid je opisan distribucijskom funkcijomf i (x; t) koja predstavlja gustócu �cestica

s brzinomei u polo�aju x i vremenut. Evolucija distribucijske funkcije je dana Lattice

Boltzmann jednad�bom:

f i (x + ei � t; t + � t) � f i (x; t) = �
� t
�

[f i (x; t) � f eq
i (x; t)]; (5.1)

gdje je� vrijeme relaksacije, af eq
i ekvilibrij distribucijska funkcija.

Da bismo razumjeli ekvilibrij distribucijsku funkciju, mo�emo koristiti pristup iz statis-

ti �cke mehanike. Ekvilibrij distribucijska funkcijaf eq minimizira Boltzmannov H-funkcional:

H (t) =
Z

dx dv f (x; v; t) log f (x; v; t): (5.2)
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Ovo minimiziranje se provodi uz uvōdenje Lagrangeovih multiplikatora kako bi se osi-

gurale konzervacije mase, momenta i energije:

H (t) =
Z

dx dv f (x; v; t) log f (x; v; t)

� � 1

�
nV �

Z
dx dv f (x; v; t)

�

� � 2�
�

nu� V �
Z

dx dv f (x; v; t)v�

�

� � 3

�
n�V �

Z
dx dv f (x; v; t)

v2

2

�
:

(5.3)

Minimizacija H-funkcionala daje:

0 =
�H (t)

�f

�
�
�
�
f = f 0

= 1 + log( f 0) + � 1 + � 2�v � + � 3
v2

2
: (5.4)

Iz toga slijedi da je ekvilibrij distribucijska funkcijaf 0:

f 0 = exp
�
� 1 � � 1 + � 2v� + � 3

v2

2

�
: (5.5)

Uz uvod̄enje novih Lagrangeovih multiplikatoraa, b� i c, ovo se mo�e zapisati kao:

f 0 = aexp
�

(b� v)2

c

�
: (5.6)

Ova distribucijska funkcija ne ovisi o prostornim varijablama, što zna�ci da je rješenje

homogeno. Rješenje za Lagrangeove multiplikatorea, b� i c se mo�e náci u uvjeta o�cuvanja:

nV =
Z

dx dv f 0; (5.7)

nu� V =
Z

dx dv f 0v� ; (5.8)

n�V =
Z

dx dv f 0
v2

2
: (5.9)

Rješavanjem ovih jednad�bi dobivamo Maxwell-Boltzmannovu distribuciju:

f 0 = n
�

1
2��

� 3=2

exp
�
�

(v � u)2

2�

�
; (5.10)

gdje sun gustóca,u brzina, i� temperatura �uida.
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5.3. Zakoni o�cuvanja i derivacija transportnih jednad�bi

Za potpuno razumijevanje transportnih jednad�bi izvedenih iz Boltzmannove metode po-

trebno je pojedina�cno razumjeti i osigurati o�cuvanje momenta kao i o�cuvanje mase te ener-

gije. Bez ovih jednad�bi nije mogúce osigurati sigurnost u rješenja koja proizlaze iz danih

rezultata téce svaki od zakona o�cuvanja biti pobli�e opisan.

O�cuvanje mase

Integriranjem Boltzmannove jednad�be preko svih brzina dobiva se jednad�ba o�cuvanja

mase:

@t

Z
dvf + @�

Z
dvfv � + F

Z
dv@vf =

1
�

Z
dv(f 0 � f ) (5.11)

S obzirom na to da masa mora biti o�cuvana,�clanovi na desnoj strani jednad�be moraju te�iti

ka nuli te za tim slijedi:

@tn + @� (nu� ) = 0 (5.12)

Ova jednad�ba je poznata kao jednad�ba kontinuiteta i već je opisana 4.1 te osigurava

o�cuvanje mase.

O�cuvanje momenta

Pomno�i li se Boltzmannove jednad�be s brzinomv� i integriranjem preko svih brzina dobi-

vena je jednad�ba o�cuvanja momenta:

@t

Z
dvfv � + @�

Z
dvfv � v� + F�

Z
dv@v� fv � =

1
tau

Z
dv(f 0 � f )v� (5.13)

Nakon pojednostavljenja koristeći aproksimacijuf = f 0 � � (@t f + v@x f + F@vf ):

@t (nu� ) + @� (nu� u� ) = � @� (n� ) + nF � (5.14)

Ova jednad�ba je poznata kao Eulerova jednad�ba koja opisuje o�cuvanje momenta. Ko-

ristéci jednad�bu kontinuiteta, mogúc je zapis u obliku:

@tu� + u� @� u� = �
1
n

@� (n� ) + F� (5.15)

Za izvod Navier-Stokesove jednad�be, potrebno je evaluirati više redove derivacija:

n@tu� + nu� @� u� = � @� (n� ) + nF � + @� [� (@� u� + @� u� �
2
3

@
 u
 � �� )] (5.16)

gdje je� = n�� viskozitet.
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O�cuvanje energije

Mno�enjem Boltzmannove jednad�be s(v � u)2 i integriranjem preko svih brzina slijedi

jednad�ba o�cuvanja energije:

@t

Z
dvf (v � u)2 + @�

Z
dvfv � (v � u)2 +2n�@� u� � �@� u� (@� u� + @� u� �

2
3

@
 u
 � �� ) = 0

(5.17)

Koristéci aproksimacijuf = f 0 � � (@t f + v@x f + F@vf ) slijedi:

@t � + u� @� � = �
2
3

@� u� � +
1
n

@�

�
5n�
3

@� �
�

+ �@� u�

�
@� u� + @� u� �

2
3

@
 u
 � ��

�
(5.18)

Ova jednad�ba je poznata kao jednad�ba prijenosa topline. Gore navedeni i izvedeni zakoni

o�cuvanja su klju�cni za derivaciju hidrodinami�ckih jednad�bi iz Boltzmannove jednad�be,

pru�ajući temelj za simulaciju �uidnih tokova pomócu metode Lattice Boltzmann.

5.4. Dimenzionalna Analiza

Dimenzionalna analiza je klju�cni alat u razumijevanju i modeliranju �zi�ckih fenomena,

uklju�cujući �uidnu dinamiku. Korištenjem dimenzionalne analize, mo�emo smanjiti broj

promjenjivih u problemu i identi�cirati bezdimenzionalne brojeve koji karakteriziraju sus-

tav.

5.4.1. Karakteristi �cne Duljine, Vremena i Brzine

U kontekstu �uidne dinamike, osnovne �zi�cke veli�cine koje koristimo za skaliranje su:

– Karakteristi�cna duljina (L): Ovo je tipi�cna duljina skale problema, npr. promjer

cijevi, duljina krila aviona ili veli�cina rešetke u Lattice-Boltzmann metodi.

– Karakteristi�cno vrijeme (T): Ovo je tipi�cno vrijeme skale, koje mo�e biti odrēdeno

brzinom karakteristi�cnih fenomena u sustavu, npr. vrijeme prolaska�cestice kroz

odred̄eni dio sustava.

– Karakteristi�cna brzina (U): Tipi �cna brzina skale, npr. srednja brzina �uida u sustavu.

5.4.2. De�niranje Bezdimenzionalnih veli�cina

Korištenjem gore navedenih karakteristi�cnih veli�cina, �zi �cke veli�cine sustava mogu se izra-

ziti u bezdimenzionalnom obliku. Na primjer:
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– Bezdimenzionalna duljina (x� ):

x � =
x
L

(5.19)

– Bezdimenzionalno vrijeme (t� ):

t � =
t
T

(5.20)

– Bezdimenzionalna brzina (u� ):

u� =
u
U

(5.21)

5.4.3. Bezdimenzionalni Brojevi

Dimenzionalna analiza omogućava identi�ciranje klju�cnih bezdimenzionalnih brojeva koji

karakteriziraju tok �uida. Neki od najva�nijih brojeva uklju�cuju:

– Reynoldsov broj (Re)::

Re=
UL
�

(5.22)

– Strohalov broj (St):

St =
L

UT
(5.23)

– Bezdimenzionalna brzina (u� ):

u� =
u
U

(5.24)

gdje je� kinemati�cka viskoznost �uida. Reynoldsov broj opisuje odnos izmed̄u inercijskih i

viskoznih sila u �uidu. Strohalov broj opisuje odnos izmed̄u karakteristi�cne duljine i brzine

te vremena.

5.4.4. Primjena u Lattice-Boltzmann metodi (LBM)

U Lattice Boltzmann metodi (LBM), dimenzionalna analiza igra klju�cnu ulogu u osigurava-

nju to�cnosti i stabilnosti simulacija. Klju�cne bezdimenzionalne veli�cine u LBM uklju�cuju:

– Bezdimenzionalna brzina mre�e (u� ):

u� =
u
cs

(5.25)

gdje jecs brzina zvuka u diskretnoj rešetki

– Bezdimenzionalno vrijeme relaksacije (� � ):

� � =
�

� t
(5.26)

gdje je� vrijeme relaksacije u LBM modelu, a� t vremenski korak
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U implementaciji OpenLB biblioteke, objekti kao što jeconverter koriste se za skali-

ranje �zi �ckih veli�cina na rešetku LBM-a. Na primjer, karakteristi�cne duljine i brzine �zi�ckog

sustava prevode se u diskretne jedinice korištenjem odgovarajućih faktora skaliranja: Unit-

ConverterFromResolutionAndRelaxationTime converter(

N // Resolution: number of lattice units per characteristic length

L // Physical characteristic length

U // Physical characteristic velocity

Re // Reynolds number

tau // Relaxation time

Ovdje `N` ozna�cava rezoluciju ili broj rešetkastih jedinica po karakteristi�cnoj duljini.

Ovaj pristup osigurava da su svi bezdimenzionalni brojevi pravilno skalirani i da se �zi�cke

jedinice to�cno preslikavaju na diskretne jedinice korištene u LBM simulacijama.

5.4.5. Implementacija skaliranja u OpenLB-u

OpenLB koristi objektconverter za rukovanje skaliranjem simulacija. Ovaj objekt omo-

gućuje korisnicima da lako pretvaraju �zi�cke veli�cine u odgovarajúce dimenzionalne jedinice

korištene u LBM simulacijama.

Slika 5.1: Dijagram objekta converter u OpenLB-u koji prikazuje proces skaliranja �zi�ckih veli�cina

za jedan od slu�cajeva simulacije.

5.5. Metode Diskretizacije

Diskretizacija u LBM-u obuhváca diskretizaciju prostora, vremena i brzine. Diskretizacija

prostora uklju�cuje podjelu domene na rešetku, dok diskretizacija vremena uklju�cuje de�ni-

ranje diskretnih vremenskih koraka. Diskretizacija brzine uklju�cuje odabir diskretnih brzina

ei koje de�niraju mogúce smjerove gibanja�cestica. Metode diskretizacije implementirane

su kao deskriptori raspolo�ivih za korištenje u jednoj, dvije ili tri dimenzije (D) te odrēdene

brojem susjednih́celija na koje se distribucija primjenjuje (Q).
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Slika 5.2: Shema deskriptora rešetki i diskretnih brzina, (a, b): DdQ(2d + 1) za d = 2, 3; (c): D2Q9;

(d): D3Q19. Bojenje se odnosi na odgovarajuću energetsku ljusku, gdje naran�casta, cijan i zelena

ozna�cavaju prvo nulu prema Simonis (2023)

5.5.1. D2Q9 Metoda

D2Q9 metoda je naj�ceš́ce korištena diskretizacija brzine u dvodimenzionalnim LBM simu-

lacijama. Ova metoda koristi devet diskretnih brzina:

ei =

8
>>><

>>>:

(0; 0) i = 0;

(1; 0); (� 1; 0); (0; 1); (0; � 1) i = 1; 2; 3; 4;

(1; 1); (� 1; 1); (� 1; � 1); (1; � 1) i = 5; 6; 7; 8;

(5.27)

gdje su brzineei vektori koji de�niraju smjerove gibanja�cestica. Te�inski faktori za

D2Q9 metodu su:

wi =

8
>>><

>>>:

4=9 i = 0;

1=9 i = 1; 2; 3; 4;

1=36 i = 5; 6; 7; 8:

(5.28)

D2Q9 metoda omogúcuje e�kasnu simulaciju dvodimenzionalnih tokova s visokim stup-

njem to�cnosti, a model interakcije med̄u ćelijama prema prethodnim oznakama susjednih

ćelija prikazana je na slici 5.3. OpenLB implementira D2Q9 metodu pru�ajući �eksibilnost

u de�niranju grani�cnih uvjeta i �zikalnih modela. OpenLB je optimiziran za paralelne simu-

lacije, omogúcujući brzu obradu velikih problema (L. Hegele, 2018). OpenLB implementira

D2Q9 metodu pru�ajúci �eksibilnost u de�niranju grani�cnih uvjeta i �zikalnih modela.
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Slika 5.3: Model diskretizacije i oznake susjednihćelije
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6. Trenutni na�cini simulacije

6.1. Numeri�cka studija elektroaerodinami�cke sile i struje u

sustavima s emiterom i kolektorom

Studija koju su proveli Christian Coseru i Plourabou (2021) istra�uje slo�enu dinamiku elek-

troaerodinami�ckih (EAD) sila i rezultirajúceg ionskog vjetra u sustavima s emiterom i ko-

lektorom. Rezultati ove studijéce biti korišteni za evaluaciju rješenja dobivenog LBM-om.

Primarni fokus studije bio je razumjeti ponašanje ionskog vjetra generiranog EAD silama.

Autori su koristili numeri�cki pristup za simulaciju interakcija unutar sustava emiter/kolektor.

Fokusće biti stavljen na postav s jednim emiterom i jednim kolektorom zbog ra�cunalne

jednostavnosti.

6.1.1. Elektroaerodinami�cke sile

Studija pokazuje da se EAD sile generiraju zbog kretanja iona u elektri�cnom polju. Elek-

tri �cno polje se stvara izmed̄u emitera, koji otpušta ione, i kolektora, koji ih privla�ci. Ovaj

proces generira potisnu silu koja je klju�cna za primjene u sustavima za propulziju. Distribu-

cija elektri�cnog polja igra zna�cajnu ulogu u generiranju ove sile.

30



Slika 6.1: Distribucija elektri�cnog polja izmēdu emitera i kolektora prema radu Christian Coseru i

Plourabou (2021).

6.1.2. Ionski vjetar i parametri sustava

Ionski vjetar nastaje kao rezultat kretanja iona pod utjecajem elektri�cnog polja. Ova struja

iona stvara aerodinami�cki potisak koji mo�e biti korišten u razli�citim tehnološkim primje-

nama, poput tihih i e�kasnih pogonskih sustava. Autori su kvanti�cirali brzinu i smjer ion-

skog vjetra u razli�citim kon�guracijama sustava. Studija takod̄er istra�uje utjecaj razli�citih

parametara na EAD sile i ionski vjetar, uklju�cujući razmak izmēdu emitera i kolektora, na-

pon primijenjen na sustav, te geometrijske karakteristike emitera i kolektora. Utvrd̄eno je

da povécanje napona dovodi do ja�cih EAD sila i véceg ionskog vjetra, dok razmak izmed̄u

emitera i kolektora zna�cajno utje�ce na e�kasnost sustava. U nastavku rada bitće usporēdeni

samo pojedini slu�cajevi.
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Slika 6.2: Usporedba potiska, napona i struje sa starnim podacima mjerenima Nicolas Monrolin i

Praud (2017).

6.2. Uloga nelinearnih sila u elektrostatickom propeleru po-

kretanom atmosferskim DC koronalnim pra�njenjima

Rad Sohbatzadeh i H. Soltani (2021) istra�uje ulogu nelinearnih sila na tijelo u elektrosta-

ti �ckim propelerima koji koriste atmosferski DC korona pra�njenja za generiranje potiska.

Pregled klju�cnih nalaza studije i razmatranja bitće diskutirana u nastavku kako se ovi nalazi

mogu primijeniti u razvoju sli�cnih sustava uz pomoć LBM-a u OpenLB-u.

6.2.1. Elektrodinami�cke sile

Rad se usredoto�cuje na analizu nelinearnih sila koje se pojavljuju u elektrostati�ckim pro-

pulzorima kako pozitivnog koronalnog izboja tako i negativnog. U ovomeće rad daljnje

simulacije biti usredoto�cen na pozitivni izboj uslijed véce e�kasnosti, a time i primjenji-

vosti istoga kako je zaklju�ceno prema Nicolas Monrolin i Praud (2017). Studija pokazuje

da nelinearne sile igraju ulogu u u�cinkovitosti elektrostati�ckih propulzora, no njihov utje-

caj je relativno malen gledano na ukupnoj domeni potrebnoj za razumijevanje tokova zraka.
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Nelinearne sile nastaju zbog slo�enih interakcija izmed̄u elektri�cnog polja i iona stvorenih

korona pra�njenjem. Ove sile mogu zna�cajno utjecati na generirani potisak i u�cinkovitost

propulzije. Efekti nelinearnih sila slijede iz jakosti elektri�cnog polja na površinama malog

promjera te time omogúcuju vécu produkciju iona u �uidu. Daljnjim interakcijama tako

nastalih iona na ukupnoj domeni simulacije moguće je aproksimirati njihov utjecaj uslijed

provedenih sudara.

Slika 6.3: Primjer elektri�cnog polja izmēdu elektroda.

6.2.2. Ionski vjetar i parametri sustava

Utvrd̄eno je da nelinearne sile utje�cu na dizajn elektrostati�ckih propulzora samo u domeni iz-

vedbe elektroda. Optimalni dizajn mora uzeti u obzir ove sile kako bi se postigla maksimalna

u�cinkovitost tj. potrebno je poznavanje regije koja je zadu�ena za generiranje plazme. Stu-

dija predla�e promjene u geometriji i elektri�cnom polju kako bi se poboljšale performanse

propulzora.

Slika 6.4: Geometrija i domena za provod̄enje simulacije.

33



Slika 6.5: Geometrija i domena utjecaja nelinearne sile.

6.2.3. Numeri�cka simulacija i eksperimentalni rezultati

Rad koristi numeri�cke simulacije i eksperimentalne rezultate kako bi prikazao utjecaj ne-

linearnih sila na performanse propulzora. Simulacije pokazuju kako razli�cite kon�guracije

korona pra�njenja mogu utjecati na raspodjelu nelinearnih sila i u�cinkovitost propulzora. Na

slikama 6.6 i 6.7 prikazani su utjecaji linearne i nelinearne sile.

Slika 6.6: Rezultati numeri�cke simulacije linearnih sila u elektrostati�ckom propulzoru oko elektrode.
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Slika 6.7: Rezultati numeri�cke simulacije nelinearnih sila u elektrostati�ckom propulzoru oko elek-

trode.
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7. Simulacija

Perma navedenim metodama i radovima bitće izvedena simulacija toka zraka oko dviju

elektroda pozitivnog koronalnog izboja. Silaće biti aproksimirana analiti�cki kao potisak na

elektrodu te usporēdena s o�cekivanim vrijednostima kako bi bilo moguće odrediti kvalitetu

simulacije kao i njenu e�kasnost.

7.1. Postavljanje domene

Kako bi bilo mogúce provesti numeri�cku simulaciju nu�no je odrediti podru�cje ra�cunanja

i evaluacije vrijednosti jednad�bi koje opisuju �zikalne efekte. Dimenzija domene je pos-

tavljan na 35x20 cm. Debljina vodi�ca je postavljena na 0.2 mm. Materijal koji ispunjava

domenu je zrak, a de�niran je pri standardnim atmosferskim uvjetima tako da mu je:

– gustóca: 1.239kg=m3

– permeabilnost (� r ): 1.000 589 86

– vla�nost: 55%

– mobilnost elektrona (� ): 1:810� 4m2

V s

Slika 7.1: Simulacijska domena s rubnim uvjetima i dimenzijama
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– materijal 0: unutar elektroda -nema prora�cuna

– materijal 1: �uid bez utjecaja vanjske sile

– materijal 2: rubovi domene (no-slip/bounce zidovi)

– materijal 3: upuh

– materijal 4: ispuh

– materijal 5: rubovi elektroda (bounce zidovi)

– materijal 6: �uid sa silom (pozitivan x i pozitivan y smjer)

– materijal 7: �uid sa silom (pozitivan x i negativan y smjer)

7.2. Elektri �cna svojstva unutar domene

Domena je postavljena tako da je o�cekivano strujanje u smjeru pozitivne x osi. Kako bi bilo

mogúce izvesti pozitivan koronalni izboj nu�no je postaviti pozitivan napon na prvu elek-

trodu (manje vrijednosti u x osi). Taj je napon postavljen je na 12 kV pošto je to vrijednost

koja je veoma blizu naponu stvaranja elektri�cnog luka u izboju koji prestaje biti koronalni u

danim uvjetima �uida unutar domene. Elektri�cno polje prikazano je na slici 7.2 te je elek-

tri �cni potencijal prikazan na slici 7.3. Smjer djelovanja elektri�cnog polja prikazan je na slici

7.4.

7.2.1. Izra�cun elektri �cnog potencijala i polja

U ovom radu implementiran je numeri�cki model za izra�cun elektri�cnog potencijala i elek-

tri �cnog polja izmēdu dviju elektroda u 2D domeni. Elektrode su postavljene na odred̄ene

pozicije unutar pravokutnog podru�cja, a razlika potencijala izmed̄u njih je poznata. Kori-

štene su osnovne �zikalne jednad�be i �ltracija pojedinih vrijednosti za izra�cun potencijala i

polja te smo rezultate prikazali u gra��ckom obliku. Domena i geometrija su strukturirane u

kodu prema isje�cku:

1 # Given values
2 voltage_difference = 12e3 # 12 kV in volts
3 distance_between_electrodes = 7.5e-2 # 7.5 cm in meters
4
5 # Domain dimensions
6 domain_width = 35e-2 # 35 cm in meters
7 domain_height = 20e-2 # 20 cm in meters
8
9 # Electrode positions in cm, converted to meters

10 electrode1_x = 10e-2 # 10 cm in meters
11 electrode2_x = electrode1_x + distance_between_electrodes #

17.5 cm in meters,!
12 electrode_y = 10e-2 # 10 cm in meters
13
14 # Resolution
15 resolution = 0.5e-3 # 0.5 mm in meters
16 cell_radius = 3 # Radius of cells to exclude
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17
18 # Create a grid of points in the 2D domain
19 x_points = np.arange(0, domain_width, resolution)
20 y_points = np.arange(0, domain_height, resolution)
21 X, Y = np.meshgrid(x_points, y_points)
22
23 # Initialize the potential array
24 V = np.zeros_like(X)

Osnovna jednad�ba za elektri�cni potencijalV u blizini to�ckastog naboja je:

V =
Q

4�� 0r
(7.1)

gdje jeQ koli �cina naboja,� 0 elektri�cna permitivnost vakuuma, ar udaljenost od naboja.

U opisanom slu�caju, elektrode smo tretirali kao izvore potencijala, a udaljenost od elektroda

korištena je za ra�cunanje potencijala u svakoj to�cki domene.

1 # Calculate the electric potential for every point in the
domain,!

2 for i, y in enumerate(y_points):
3 for j, x in enumerate(x_points):
4 # Calculate distance from electrodes
5 distance_to_electrode1 = np.sqrt((x -

electrode1_x) ** 2 + (y - electrode_y) ** 2),!

6 distance_to_electrode2 = np.sqrt((x -
electrode2_x) ** 2 + (y - electrode_y) ** 2),!

7
8 # Calculate the potential at this point
9 if distance_to_electrode1 > 0:

10 V[i, j] += voltage_difference /
distance_to_electrode1,!

11 if distance_to_electrode2 > 0:
12 V[i, j] -= voltage_difference /

distance_to_electrode2,!

Filtriranje je to�caka provedeno kao bi se izbjegle vrijednosti koje �zikalno nije moguće opi-

sati, a time slijedi kako su produkt samih numeri�ckih nestabilnosti ove metode. Takve su

vrijednosti jednostavno su isklju�cene iz daljnjih prora�cuna te je usrednjena vrijednost vanj-

skih susjeda gledano radijalno od središta elektrode uzeta kao vrijednost u navedenoj to�cki.

Razlika potencijala izmēdu dviju elektroda uzrokuje raspodjelu potencijala u domeni.

Korištena je sljedéca formula za izra�cun potencijala u svakoj to�cki domene:

V(x; y) =
V0

r1
�

V0

r2
(7.2)

gdje suV0 razlika potencijala izmēdu elektroda,r1 udaljenost od prve elektrode, ar2

udaljenost od druge elektrode, a implementacija u kodu slijedu u nastavku:

1 # Mask for points within 2 cells of each electrode
2 mask = np.zeros_like(V, dtype=bool)
3 for i, y in enumerate(y_points):
4 for j, x in enumerate(x_points):
5 distance_to_electrode1 = np.sqrt((x -

electrode1_x) ** 2 + (y - electrode_y) ** 2),!

6 distance_to_electrode2 = np.sqrt((x -
electrode2_x) ** 2 + (y - electrode_y) ** 2),!
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7 if distance_to_electrode1 <= 2 * resolution or
distance_to_electrode2 <= 2 * resolution:,!

8 mask[i, j] = True
9

10 # Replace masked values with the average of the surrounding
cells,!

11 for i, y in enumerate(y_points):
12 for j, x in enumerate(x_points):
13 if mask[i, j]:
14 neighbors = []
15 for di in [-1, 1]:
16 for dj in [-1, 1]:
17 ni, nj = i + di * cell_radius, j + dj *

cell_radius,!

18 if 0 <= ni < V.shape[0] and 0 <= nj <
V.shape[1]:,!

19 neighbors.append(V[ni, nj])
20 if neighbors:
21 V[i, j] = np.mean(neighbors)

Elektri�cno poljeE povezano je s elektri�cnim potencijalom putem gradijenta:

E = �r V (7.3)

1 # Calculate electric field components as negative gradient
of potential,!

2 Ey, Ex = np.gradient(-V, resolution)

Komponente elektri�cnog polja u kartezijskom sustavu su:

Ex = �
@V
@x

; Ey = �
@V
@y

(7.4)

Izra�cun komponente elektri�cnog polja numeri�ckim derivacijama potencijala:

Ex = �
V(x + � x; y) � V(x; y)

� x
; Ey = �

V(x; y + � y) � V(x; y)
� y

(7.5)

Za prikaz veli�cine iznosa elektri�cnog polja korištena je logaritamsku skalu kako bi bila

istaknuta razlika u intenzitetu polja te je uz to duljina vektora smjera normalizirano kako bi

prikaz bio pregledniji, a bojom vektora je prezentiran iznos elektri�cnog polja u to�cki njegova

po�cetka:

1 # Calculate electric field components as negative gradient
of potential,!

2 Ey, Ex = np.gradient(-V, resolution)
3
4 # Normalize vector lengths for consistent vector plotting
5 magnitude = np.sqrt(Ex ** 2 + Ey** 2)
6
7 # Re-normalize vector lengths after removing outliers
8 magnitude = np.sqrt(Ex ** 2 + Ey** 2)
9 Ex /= magnitude

10 Ey /= magnitude

log10(jEj) (7.6)
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Sli�cne metode za izra�cun elektri�cnog potencijala i polja korištene su u radovima poput

Christian Coseru i Plourabou (2021) gdje su analizirani potencijali izmed̄u to�ckaste i elek-

trode véceg promjera, kao i u radu Sohbatzadeh i H. Soltani (2021) koji se bavi numeri�ckom

simulacijom elektri�cnog polja izmēdu gotove jednake geometrije.

Slika 7.2: Prikaz log10 vrijednosti elektri�cnog polja u domeni oko elektroda

Slika 7.3: Prikaz vrijednosti elektri�cnog potencijala na domeni

40



Slika 7.4: Prikaz smijera elektri�cnog polja na podru�cju domene oko elektroda

Ionizacijsko podru�cje kao što je prethodno opisano i de�nirano u radu Sohbatzadeh i

H. Soltani (2021) za ovakav postav djeluje u prete�no pozitivnom x smjeru. Kako je cilj

ovoga rada okupiti kompleksnu spregu izmed̄u elektri�cnog polja, ionizacije, difuzije iona te

kona�cno dinamike �uida u jednostavnu silu koju opisuje ukupno djelovanje svih ovih efekata

i utje�ce direktno na �uid. Numeri�cke nestabilnosti javljaju se u malim udaljenosti oko elek-

troda zbog male rezolucije mre�e unutar koje je prora�cun proveden, a radi se o strukturiranoj

mre�i kojoj je razmak izmēdu pojedinih to�caka postavljen na 0.5 mm za izvod̄enje ovih

simulacija. Vrijednost u prvim susjednim to�ckama oko samih elektroda te je zamijenjena

srednjom vrijednosti ostalih okolnih to�caka udaljenih u smjeru radijalno na većoj udaljenosti

od elektrode.

7.2.2. Primjena rezultata za spregu s dinamikom �uida

Na temelju gore navedenog postupka odred̄ene su izopotencijalne linije kao i smjer djelova-

nja elektri�cnog polja. Uzevši u obzir poznavanje iznosa sile u geometriji u kojoj se koronalni

izboj odvija s to�cke na ravninu mogúce je izra�cunati iznos sile analiti�cki kao što je to pret-

hodno izvedeno 3.32. Aproksimacija je provedena tako da se za poznatu udaljenost poznaje

otpor zraka te je time odrēdena jakost struje koja prolazi ioniziranim dijelom �uida.
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