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1. Uvod i ciljevi 

Povijesne graĽevine, graĽene od kamena, zbog svoje mase imaju izrazito 

velike tlaļne sile u elementima. Kod graĽevina kojima je rasponska konstrukcija luk, 

svod ili kupola javljaju se problemi prijenosa tlaļne sile u zidove, stupove i temelje. 

Inģenjerskim znanjem, u proġlosti, ta problematika rjeġavana je velikim masivnim 

elementima na mjestima leģajeva, koji imaju moguĺnost preuzeti velike sile upravo 

zbog svoje masivnosti. U novije doba, kako se graditeljstvo razvijalo, taj se problem 

rjeġavao elementom koji zateģe donji dio kupole, svoda ili luka u obliku prstena ili 

zatege. 

Sustav zatega na Ġibenskoj katedrali sastoji se od 9 zatega koje spajaju 

podnoģja centralnog svoda koji se proteģe duģ katedrale, te 36 kraĺih zatega koje 

spajaju svodove iznad stupova te svodove iznad galerija. Jedan od ciljeva ovog 

istraģivanja je odreĽivanje sile u zategama na temelju eksperimentalno odreĽenih 

vlastitih frekvencija. 

 Kako se radi o povijesnoj graĽevini, graĽenoj od kamenih blokova, susreĺemo 

se s velikim problemom procjene mehaniļkih karakteristika materijala koriġtenih pri 

gradnji. Zbog nemoguĺnosti dobivanja mehaniļkih karakteristika materijala, prilikom 

izrade numeriļkog modela prihvaĺene su odreĽene pretpostavke. Numeriļki model 

ĺe se kalibrirati na temelju rezultata eksperimentalnog ispitivanja konstrukcije,  kako 

bi u ġto veĺoj mjeri prikazao realno ponaġanje konstrukcije. 

Osnovni cilj rada je ocjena i detekcija kritiļnih elemenata konstrukcije Ġibenske 

katedrale koja predstavlja jedinstveni spomenik europske sakralne baġtine. Na 

temelju provedenih eksperimentalnih istraģivanja izvrġena je kalibracija i verifikacija 

numeriļkog modela na kojem su zatim provedene analize uslijed djelovanja statiļkog 

i dinamiļkog optereĺenja. 
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2. Opĺenito o katedrali 

Katedrala sv. Jakova smatra se najznaļajnijim graditeljskim ostvarenjem 15. i 

16. stoljeĺa na tlu Hrvatske. Po svojoj ljepoti, konstrukcijskim posebnostima i stilskim 

znaļajkama ona je najveĺi i najvrjedniji objekt graditeljskog naslijeĽa grada Ġibenika, 

te predstavlja jedinstveni spomenik europskog sakralnog graditeljstva [1]. Katedrala 

je 2000. godine, zbog svojih iznimnih vrijednosti, uvrġtena u UNESCO-ov popis 

svjetskog kulturnog nasljeĽa [2]. 

 

Slika 1 Katedrala sv. Jakova u Ġibeniku 

Njena umjetniļka vrijednost ju svrstava meĽu najznaļajnije europske 

monumentalne katedrale, a po nekim svojim osobinama je jedinstvena ne samo 

meĽu katedralama, veĺ i meĽu krġĺanskim crkvama opĺenito. 

Unikatnost katedrale temelji se na ļinjenici da je izgraĽena iskljuļivo od 

kamena, bez uporabe vezivne ģbuke i drvenih konstruktivnih elemenata ġto je ļini 

jedinom takvom katedralom u cijeloj Europi. Kamenje koriġteno u izgradnji katedrale 

je iz kamenoloma na otocima Braļu, Rabu i Korļuli [3]. Ona je i prva montaģna 

graĽevina u Europi sagraĽena na principu utorenih ploļa, kao i jedina graĽevina ļiji 

volumen izvana u potpunosti odgovara obliku unutraġnjih prostora [1]. 
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Ġibenska katedrala se istiļe i po ikonografskim inovacijama, meĽu kojima 

posebno mjesto zauzimaju ukupno 74 skulpture glava, od kojih su 2 lavlje i 71 

ljudska glava [3]. Te skulpture su individualni portreti suvremenika Jurja Dalmatinca, 

voditelja izgradnje katedrale u drugoj fazi koja je po njemu i nazvana ĂJurjeva 

katedralañ. Ova kolekcija slovi za najbrojniju i najkvalitetniju galeriju portreta izloģenu 

kao javni spomenik na jednom sakralnom spomeniku u Europi, kao i uvoĽenje reljefa 

Boga Oca s golubicom Duha i anĽelima na svodu krstionice ġibenske katedrale. 

Katedrala je podignuta na mjestu gdje je nekoĺ stajala romaniļka crkva Sv. 

Jakova na juģnoj strani srediġnjeg starog gradskog trga. Sama ideja o gradnji velikog 

katedralnog hrama datira od 1298. godine kada je Ġibenik dobio vlastitu biskupiju i 

naslov Grada. Gradnja katedrale sv. Jakova trajala je 105 godina s prekidima, 

odnosno od 1431. do 1536. godine. Konstrukcija je zapoļeta u venecijanskom 

gotiļkom stilu, a dovrġena je u stilu toskanske renesanse. Posveĺena je 1555. 

godine, a posvetio ju je biskup Ivan Ġtafiliĺ [1]. 

 

Slika 2 Katedrala sv. Jakova u Ġibeniku 
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Prvo desetljeĺe na njezinu podizanju rade mletaļki gotiļki graditelji (Francesco 

Giacomo, Antonio Busato i Lorenzo Pincino, te ġibenski klesarski majstori Andrija 

Budļiĺ i Grubiġa Statļiĺ), a 1441. godine je za glavnog graditelja katedrale postavljen 

Juraj Matejev Dalmatinac, koji je gradnju katedrale vodio sve do kraja ģivota 1475. 

godine. Kao majstor kasne (cvjetne) gotike i zaļetnik prijelaznog gotiļko-

renesansnog stila u Dalmaciji, svojim je zamislima promijenio prvobitnu koncepciju 

crkve, dajuĺi joj monumentalni znaļaj. Nakon Jurjeve smrti, gradnju ġibenske 

katedrale nastavlja Nikola Firentinac, koji gradi u stilu ļiste renesanse. Nakon 

Firentinca, katedrala joġ nije zavrġena, stoga na njenoj gradnji dalje rade mletaļki 

graditelji Bartol i Jakov iz Mestre, te zadarski majstor Mestiļeviĺ [1]. 

Ġibenska katedrala je trobrodna bazilika oblika latinskog kriģa, te je duga 

ukupno 38 metara, a ġiroka 14 metara, dok je njezina srednja laĽa visoka 19 metara, 

a najviġa visinska toļka na vrhu kupole je 38 metara. Na kriģiġtu srediġnje i popreļne 

laĽe (transept) kvadratna osnova nosi osmerokutni tambur sa 16 prozora iznad kojeg 

se uzdiģe kupola, ali i skulpture nebeskih zaġtitnika (djelo Nikole Firentinca). 

Razmjeġtaj i poloģaj ovih skulptura nije niti malo sluļajan veĺ je odgovarao 

promletaļki opredijeljenom plemenitaġkom vodstvu Ġibenika. Prema jugu i prema 

moru, nalazi se skulptura drģavnog zaġtitnika i predstavnika Mletaļke Republike: 

krilati lav, Sv. Marko. Prema istoku i prema nadolazeĺoj turskoj opasnosti okrenut je 

kip sv. Jakova, zaġtitnika ġibenske biskupije, ali i zaġtitnika krġĺanske vojske i 

njezinih hrabrih vitezova. Ova skulptura je postavljena toļno iznad glavnog oltara kao 

jasan znak spremnosti i upozorenja. Prema sjeveru i tvrĽavi sv. Mihovila se nalazi 

skulptura sv. Mihovila, vojskovoĽe "nebeske vojske" koja je porazila pobunjene 

anĽele i Sotonu. 

Katedrala je arkadama podijeljena na ukupno tri laĽe, a glomazno zdanje 

srednje laĽe i kamenog svoda pridrģava ukupno dvanaest elegantnih gotskih 

stupova. Srednja laĽa je visoka i osvijetljena, dok su poboļne dosta tamnije i niģe i u 

svim kapelama poboļnih laĽa nekada su bili oltari (danas ih ima ukupno 6) [3]. 
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Slika 3 Unutraġnjost katedrale sv. Jakova u Ġibeniku 

U unutraġnjosti katedrale posebnu pozornost zasluģuje krstionica, koja je u 

stilskom pogledu originalna i kreativna sinteza dvaju likovnih govora prve polovice 15. 

stoljeĺa ï kasne gotike i rane renesanse. Prva je dovrġena renesansna arhitektura 

kao cjelina, a nastala je samo 20 godina nakon pravog poļetka renesanse u Toscani. 

Obilje skulptorskog ukrasa najdojmljivija je oznaka krstionice, a u dekorativnim 

motivima ljudski je lik najzastupljeniji. Osim ļetiriju statua proroka (od kojih danas 

samo dvije saļuvane), ļitav je svod ukraġen cjelovitim likovima anĽela, glavama 

kerubina i markantnom glavom Boga Oca. Trio punaļkih i u pokretu modeliranih 

goliġavih djeļaka majstor je Juraj smjestio uz nosaļ krsnog zdenca postavljena u 

sredini prostora [1]. 

 

Slika 4 Krstionica 
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Od 16. stoljeĺa na katedrali su kontinuirano raĽeni brojni manji popravci, 

prvenstveno zbog propuġtanja vode. U drugoj polovici 19. stoljeĺa zalaganjem 

ġibenskog arhitekta Paola Bionija i uz potporu austrijske vlade izvrġena je temeljita i 

sveobuhvatna restauracija (1843-1860). Nakon drugog svjetskog rata u cijelosti je 

obnovljena sakristija (1947.-49.), a izmjenom ģeljeznih zatega (1961.) izvrġena je 

statiļka sanacija katedrale. 

Tri granate ispaljene s broda bivġe JNA 18. rujna 1991. g. probile su kupolu 

katedrale. Sanacija oġteĺenja kupole izvrġena je od 23. kolovoza 1996. do 14. oģujka 

1997, a program odrģavanja (ļiġĺenje) i nadgledanja se nastavlja i dalje [2]. 

 

 

Slika 5 Katedrala sv. Jakova, pogled s mora 
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3. Modalna analiza 

Modalna analiza je postupak koji koristimo pri linearnoj dinamiļkoj analizi 

konstrukcija. Linearan dinamiļki sustav i stacionaran dinamiļki proces su osnovna 

podloga eksperimentalne modalne analize, drugim rijeļima to znaļi da je odgovor 

uvijek proporcionalan pobudi i da se parametri koje mjerimo ne mijenjaju tijekom 

mjerenja. Efikasan je alat za opisivanje, razumijevanje i modeliranje ponaġanja 

konstrukcije, te je osnova za odreĽivanje dinamiļkih parametara konstrukcije [8,20]: 

¶ Vlastitih frekvencija, f 

¶ Koeficijenta priguġenja, ɕ 

¶ Vlastitih oblika titranja, ū 

Mjerimo li pomak, brzinu ili akceleraciju na konstrukciji, optereĺujuĺi ju 

konstantnom silom koja oscilira na naļin da joj se tijekom vremena mijenja 

frekvencija, primijetiti ĺemo da se pri odreĽenim frekvencijama, vlastitim 

frekvencijama koje odgovaraju vlastitim oblicima titranja, dosiģu maksimalne 

vrijednosti pomaka, brzina ili akceleracija. Ako iz vremenskog podruļja prijeĽemo u 

frekventno, koristeĺi Fourierovu transformaciju, primijetiti ĺemo istaknute vrhove na 

mjestima rezonantnih frekvencija [4] (Slika 6). 

 

Slika 6 Funkcija odgovora konstrukcije u frekventnom podruļju  

Podloga modalne analize svodi se na rjeġavanje dinamiļke jednadģbe gibanja 

nekog sustava, u daljnjem tekstu proĺi ĺemo ukratko kroz postupak rjeġavanja 

dinamiļke jednadģbe sustava s Ănñ stupnjeva slobode (eng. Degrees Of Freedom, 

DOF) kojemu postupkom modalne analize linearnom transformacijom rastavljamo 

jednadģbe gibanja tako da dobivamo skup od Ănñ nezavisnih jednadģbi gdje svaka od 

njih predstavlja jednadģbu gibanja za jedan stupanj slobode (DOF).   
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Opĺi oblik jednadģbe gibanja sadrģi u sebi matricu masa, matricu priguġenja i 

matricu krutosti sustava koje su meĽusobno zavisne (Jednadģba 2.1)  

 ╜ό ╒ό ╚ό ╕  (2.1) 

Prvi korak je rjeġavanje problema vlastitih vrijednosti, odnosno matematiļki 

zapisano ὓό ὑό π, iz te jednadģbe dobiti ĺemo vrijednosti vlastitih frekvencija i 

oblike titranja. 

Drugi korak je transformacija originalnih koordinata U u drugi, njemu 

ekvivalentan, sustav koordinata q. Te nove koordinate nazivamo modalne koordinate 

gdje vlastiti vektori tvore modalnu matricu ū. 

 ◊ ♠▲ (2.2) 

Primjeĺujemo da modalna matrica ū ne ovisi o vremenu te moģemo pisati: 

 ◊ ♠▲ (2.3) 

   i 

 ◊ ♠▲ (2.4) 

 Uvrġtavanjem jednadģbe 2.2,3 i 4 u poļetnu jednadģbu, te mnoģeĺi ih sa  

dobivamo ekvivalentnu jednadģbu, 2.1 ali u drugaļijem koordinatnom sustavu. 

 ╜ ◊ ╒ ◊ ἕ ◊ ╕ (2.5) 

 Gdje je Ἑ Ἑ, odnosno modalna matrica masa, analogno modalna 

matrica priguġenja i modalna matrica krutosti koje su sada zbog uvjeta ortogonalnosti 

dijagonalne matrice.  

Nadalje rjeġavanjem n nezavisnih diferencijalnih jednadģbi s n nepoznanica 

dobiti ĺemo utjecaje pojedinih oblika titranja na vanjsku pobudu, te kao ukupni 

odgovor moģemo principom superpozicije zbrojiti doprinose pojedinih oblika titranja 

[17,19]. 
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3.1. Eksperimentalna modalna analiza 

Kao ġto i sam naslov kaģe, do dinamiļkih parametara dolazimo 

eksperimentalno. Glavna prednost eksperimentalne modalne analize (EMA) je u 

tome ġto odgovor konstrukcije na dinamiļku pobudu sadrģi karakteristiku fiziļkog 

sistema, te dobivenim dinamiļkim parametrima moģemo kalibrirati, upotpuniti i 

sigurnije (toļnije) modelirati numeriļki model [18]. U okviru ovog rada 

eksperimentalno su se odredili dinamiļki parametri iz mjerenja jednog stupnja 

slobode, primjenom klasiļne eksperimentalne modalne analize i primjenom 

operacionalne modalne analize mjerenjem akceleracije pri ambijentalnim vibracijama. 

Pri samoj obradi signala valja obratiti pozornost na pogreġke koje se javljaju. To su 

pogreġke preslikavanja i propuġtanja. Kako bismo smanjili utjecaj pogreġke 

preslikavanja potrebno je odabrati pravilnu frekvenciju uzrokovanja. Prije provedbe 

brze Fourier-ove transformacije (eng. Fast Fourier Transform, FFT) primjenjuje se 

prozorska funkcija na ulazni signal na naļin da se vremenska funkcija mnoģi sa 

prozorskom i samim time se pogreġka propuġtanja moģe smanjiti ili svesti na 

minimum. 

 

3.1.1. Oprema za ispitivanje 

Oprema za prikupljanje i obradu podataka kod dinamiļkih ispitivanja se sastoji 

od nekoliko komponenata. U sluļaju koriġtenja metoda EMA-e poļetna komponenta 

potrebna za provedbu ispitivanja je pobuĽivaļ koji ĺe nam osigurati kontrolirano 

nanoġenje poznate sile na ispitivanu konstrukciju ili element. Kod metoda 

operacionalne modalne analize (OMA), pobuĽivaļ nije potreban jer se kao pobude 

koriste ambijentalne vibracije. Druga komponenta je osjetilo preko kojega ĺemo 

mehaniļko gibanje pojedinih toļaka konstrukcije pretvoriti u elektriļni signal. 

Slijedeĺa komponenta je sustav za prikupljanje podataka u kojem se vrġi 

kondicioniranje signala, filtriranje i pojaļanje signala, te analogno-digitalna pretvorba. 

Posljednja komponenta je sustav za analizu ili analizator u kojem se vrġi obrada i 

analiza signala. 
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a) PobuĽivaļ 

PobuĽivaļ nam omoguĺava nanoġenje vibracija uz poznatu funkciju unesene 

sile u konstrukciju. Najļeġĺe koriġteni su elektromagnetski, hidrauliļni i pobuĽivaļi s 

rotirajuĺim masama za kontinuirano nanoġenje sinusne, sluļajne ili neke druge vrste 

pobude. Kako bi se proizveli odgovarajuĺi signali kojima pobuĽujemo konstrukciju 

koriste se elektroniļki generatori signala koji su integrirani u raļunalni program koji 

vrġi i analizu signala. 

PobuĽivanje konstrukcije moguĺe je i uz pomoĺ udarnog ļekiĺa, ġto je u ovom 

radu primijenjeno za ispitivanje zatega. Ļekiĺ se koristi za nanoġenje impulsne 

pobude na konstrukciju koja ju mora pobuditi sa dovoljnim opsegom frekvencija. Ta 

pobuda nije idealna delta funkcija veĺ ima odreĽeno vremensko trajanje. Trajanje 

impulsa, a time i oblik frekventne funkcije je odreĽen masom i krutoġĺu samog ļekiĺa 

i ispitivane konstrukcije. Krutost ļekiĺa, koja ima utjecaj na tvrdoĺu impulsa se moģe 

poveĺavati ili smanjivati razliļitim vrhovima glave ļekiĺa koje se najļeġĺe mogu 

mijenjati. Glave ļekiĺa mogu biti aluminijske, plastiļne ili gumene, a pri ovom 

ispitivanju se koristio udarni ļekiĺ sa gumenom glavom. Opseg frekvencija kojim 

pobuĽujemo konstrukciju poveĺava se ako koristimo tvrĽi vrh glave ļekiĺa, npr. od 

aluminija [5]. 

 

b) Osjetilo  

Osjetilo ili senzor je komponenta koja mehaniļka gibanja pretvara u elektriļni 

signal. Opĺenito, senzori mogu biti zasnovani na principima promjene otpora, 

induktiviteta, kapaciteta, potencijala ili elektriļnog naboja. Uglavnom se napajaju s 

konstantnim elektriļnim naponom i daju elektriļni izlazni signal proporcionalan 

mehaniļkoj veliļini koju mjere. Za mjerenje dinamiļkog odgovora najļeġĺe se koriste 

akcelerometri sa piezoelektriļnim kristalima koji generiraju elektriļni naboj pri 

deformiranju. Oni obuhvaĺaju vrlo ġiroki spektar frekvencija te se ponaġaju linearno 

duģ cijelog spektra. Akcelerometri se sastoje od dvije mase, jedna od njih je 

priļvrġĺena na konstrukciju osjetila i odvojena od druge piezoelektriļnim materijalom, 

koji se ponaġa kao opruga ġto uzrokuje postojanje rezonantne frekvencije 

akcelerometra. MeĽutim, najļeġĺe je gornja frekvencija koju pojedini akcelerometar 
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moģe mjeriti odreĽena rezonancijom priļvrġĺenja akcelerometra na konstrukciju, koja 

je u odreĽenoj mjeri popustljiva [5]. 

U ovom sluļaju, pri ispitivanju zatega, koriġteni su piezoelektriļni akcelerometri 

tipa Br¿el & KjÞr 4508B sa osjetljivoġĺu od 10mV/ms-2, amplitudnim podruļjem 

frekvencija od 0,3 Hz do 8 kHz i faznim od 2 Hz do 5 kHz,  rezonantnom frekvencijom 

od 26,6 kHz, mjernim podruļjem od 700 ms-2 i temperaturnim radnim podruļjem od   

-54Á do +121ÁC. 

 

Slika 7 Presjek kroz piezoelektriļni akcelerometar (P-piezoelektriļni element, R-stezni prsten, 

M-seizmiļka masa, B-baza) [6] 

Pri mjerenju ambijentalnih vibracija konstrukcije katedrale koriġteni su 

akcelerometri tipa PCB 393B31 (Slika 8) sa osjetljivoġĺu 1,02 V/m/s-2, amplitudno 

podruļje frekvencija od 0,07 Hz do 300 Hz, rezonantna frekvencija je viġa od 700 Hz, 

mjerno podruļje Ñ4,9 ms-2 i temperaturno radno podruļje od -18Á do +65ÁC. 

 

Slika 8 Akcelerometar tipa PCB 393B31 
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c) Sustav za prikupljanje podataka 

Kondicioniranje, filtriranje i pojaļanje signala te njegova pretvorba u digitalni 

oblik vrġi se u sustavu za prikupljanje podataka. Kondicioniranje predstavlja pripremu 

signala za analogno digitalnu  pretvorbu signala koju obavlja analogno digitalni 

pretvaraļ (eng. Analog Digital Converter, ADC). Filtriranjem se uklanjaju neģeljene 

frekvencije koje bi pri pojaļanju mogle uzrokovati znatne ġumove. Pojaļanje signala 

ima dvije funkcije, poveĺava se rezolucija ulaznog signala i poveĺava se omjer 

signala i ġuma. Najļeġĺe je izlazni signal osjetila (napon, struja, elektriļni naboj) 

prenizak za direktnu  obradu u analogno digitalnom pretvaraļu, pa je potrebno razinu 

signala poveĺati kako bi se mogla obaviti analogno digitalna konverzija [5]. 

U okviru ovog ispitivanja je koriġten sustav za prikupljanje podataka tipa Br¿el & 

KjÞr  3560C baziran na programskom sustavu ñPulseò istog proizvoĽaļa. Sustav za 

prikupljanje podataka ima 5 ulaznih kanala. Rezolucija A/D pretvaraļa je 16 bitna, 

raspon ulaznog napona je od 7,071 mV do 7,071 V, a opseg frekvencija do 25,6 kHz. 

 

 

Slika 9 Sustav za prikupljanje podataka i raļunalo 
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d) Analizator 

Sustav za analizu je posljednja komponenta kojom se vrġi obrada i analiza 

signala. U danaġnje vrijeme analiza signala u vremenskoj i frekventnoj domeni vrġi se 

programskim sustavima na osobnom raļunalu. Za potrebe ispitivanja je koriġten 

programski sustav ''Pulse'' proizvoĽaļa Br¿el & KjÞr. 

 

Oprema predstavlja znaļajan faktor o kojem ovisi osnovni pristup prikupljanu i 

obradi podataka. Sva koriġtena oprema mora biti prilagoĽena po svojoj frekventnoj 

rezoluciji i opsegu frekventnih karakteristika konstrukciji koja se ispituje [5]. Oprema 

koriġtena pri ovim ispitivanjima ima moguĺnosti prilagodbe za ġiroku primjenu kod 

razliļitih dinamiļkih ispitivanja, te je u potpunosti zadovoljavala potrebe svih 

ispitivanja koja su provedena u okviru ovog rada. 

 

3.1.2. Analiza dinamiļkih procesa 

3.1.2.1. Fourierova transformacija 

Kod dinamiļkih ispitivanja se veliki dio analize podataka obavlja u frekventnom 

podruļju dok su dobiveni digitalni signali iz mjerenja u vremenskom podruļju. Za 

prijelaz iz vremenske u frekventnu domenu i obratno, koristimo se matematiļkim 

alatom zvanim Fourierova transformacija (eng. Fourier transformation, FT).  

Transformacijska formula s kojom vremensku funkciju moģemo transformirati u 

kompleksnu funkciju s argumentom frekvencije glasi: 

 ὢὪ ὼὸὩ Ὠὸ Ȣ (2.6) 

Fourierova transformacija funkcionira na naļin da se svaki fizikalno realan 

signal jedinstveno rastavi u sumu sinusnih ļlanova odgovarajuĺih amplituda, faza i 

frekvencija [7] (Slika 10). Kod digitalnog prikupljanja podataka mjerenje se vrġi u 

konaļnom vremenskom periodu Ὕ koji je diskretiziran na ὔ jednako rasporeĽenih 

vremenskih intervala æt, stoga je Diskretna Fourierova Transformacija (DFT) osnova 
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za formulaciju bilo kakve funkcije u frekventnom podruļju kod digitalnog prikupljanja 

podataka. Ako je frekventno podruļje diskretizirano, izbor frekvencija je ovisan o toj 

diskretizaciji, a DFT opisuje doprinos svakog sinusnog i kosinusnog ļlana za 

pojedinu diskretnu frekvenciju [5]. 

 

Slika 10 Rastavljanje signala u sumu sinusnih ļlanova (DFT-FFT) [5] 

Diskretan Fourierov transformacijski izraz za konaļni vremenski period Ὕ 

podijeljen na ὔ jednakih æt intervala je: 

 ὢάЎὪ Ўὸ ὼὲЎὸὩ Ў Ў          ά πȟȣȟ
ὔ

ς
 Ȣ (2.7) 

Rezultat Diskretne Fourierove transformacije je kompleksni spektar frekvencija 

odreĽenog signala koji ima realni i imaginarni dio, a toļan je samo ako je  periodiļki 

signal perioda Ὕ: 

 ὙὩὢάЎὪ Ўὸ ὼὲЎὸὧέίς“άЎὪὲЎὸ   (2.8) 

 
ὍάὢάЎὪ Ўὸ ὼὲЎὸίὭὲς“άЎὪὲЎὸ 

(2.9) 
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Oni se najļeġĺe preraļunavaju u magnitudni i fazni spektar u sljedeĺem obliku: 

 ȿὢὪȿ ὙὩὢάЎὪ ὍάὢάЎὪ  (2.10) 

 ‰ ὸὫ
ὍάὢάЎὪ

ὙὩὢάЎὪ
 (2.11) 

 

 

Slika 11 Rezultat DFT-a priguġenog sinusnog signala [5] 

 

3.1.2.2. Spektralne funkcije 

Prijelaz iz vremenskog u frekventno podruļje obavlja spektralni analizator. Taj 

proces baziran je na gore navedenoj diskretnoj Fourier-ovoj transformaciji, a radi 

jednostavnosti postupka i uġtede vremena koristi se algoritam brze Fourier-ove 

transformacije (FFT). Analizator pri tome uzima blok podataka u vremenskom 

podruļju. Analizatorima frekvencija odreĽuju se razliļite spektralne funkcije [8,21] :  

¶ Kompleksni spektar funkcija 

¶ Spektralne gustoĺe snage 

o Funkcija autospektralne gustoĺe snage 

o Funkcija meĽuspektralne gustoĺe snage 

¶ Frekventni odgovor 

¶ Koherencija 
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Kompleksni spektar je osnovni oblik spektralne funkcije i on je direktan rezultat 

brze Fourier-ove transformacije. Spektar frekvencija moģemo promatrati u razliļitim 

oblicima, kao njegov realni dio, imaginarni dio, te magnitudni i fazni spektar. Zbog 

poveĺanja toļnosti i otklanjanja ġumova koristi se osrednjavanje na temelju viġe 

uzastopnih mjerenja. 

Spektralna gustoĺa snage je veliļina koja najbolje opisuje frekventne 

karakteristike signala. Kod mjerenja na mehaniļkim sustavima koristi se za 

odreĽivanje energetskog doprinosa pojedine frekvencije ukupnoj energiji sustava. 

Funkcija autospektralne gustoĺe snage definirana je izrazom: 

 Ὃ Ὢ ὢὪὢᶻὪ ȿὢὪȿ (2.12) 

gdje je Ὃ Ὢ autospektralna gustoĺa, a ὢᶻὪ je konjugirano kompleksna 

funkcija od funkcije kompleksnog spektra ὢὪ. 

Funkcije meĽuspektralne gustoĺe snage definirane su izrazima: 

 Ὃ Ὢ ὢὪὣᶻὪ (2.13) 

 Ὃ Ὢ ὣὪὢᶻὪ (2.14) 

gdje su Ὃ Ὢ i Ὃ Ὢ kompleksne funkcije meĽuspektralnih gustoĺa, a ὢὪ i 

ὣὪ su Fourier-ove transformacije vremenskih signala ὼὸ i ώὸ. 

Funkcija frekventnog odgovora ili prijenosna funkcija (eng. Frequency 

Response Function, FRF) opisuje odnos izmeĽu ulaznih i izlaznih signala u 

frekventnom podruļju. Frekventni odgovor ὌὪ je kompleksna funkcija koja opisuje 

snagu i fazu odgovora po jedinici sinusne pobude kao funkciju ulazne frekvencije. 

Prijenosne funkcije mogu se odrediti prema sljedeĺim izrazima: 

 ὌὪ
ὢὪ

ὣὪ
 (2.15) 

 ȿὌὪȿ
Ὃ Ὢ

Ὃ Ὢ
 (2.16) 

 Ὄ Ὢ
Ὃ Ὢ

Ὃ Ὢ
 (2.17) 
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 Ὄ Ὢ
Ὃ Ὢ

ώὼὪ
 (2.18) 

Funkcije frekventnog odgovora koriste se kod eksperimentalne modalne analize 

za odreĽivanje dinamiļkih parametara. Pri tome je potrebno mjeriti funkcije pobude i 

odgovora konstrukcije. Ona opisuje odnos izmeĽu funkcije odgovora i pobude, te 

najbolje opisuje kako konstrukcija svojim karakteristikama krutoġĺu i priguġenjem 

filtrira ulazni signal pobude. 

 

Slika 12 FRF [5] 

Koherencija pokazuje stupanj uzroļnosti u funkciji frekventnog odgovora, 

odnosno ona je mjera kvalitete pobude, odgovora i meĽuspektralnih gustoĺa i 

pokazuje koliko je funkcija pobude sadrģana u odgovoru. Vrijednost koherencije 

kreĺe se od 0 i tada izlazni signal nije uopĺe uzrokovan ulaznim signalom do 1 kada 

je cijela snaga izlaznog signala uzrokovana ulaznim signalom. Funkcija koherencije 

je dana izrazom: 

 ὣ Ὢ
Ὃ Ὢ

Ὃ ὪὋ Ὢ
 (2.19) 
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3.1.3. OdreĽivanje dinamiļkih parametara iz mjerenja jednog 

stupnja slobode 

Mjerenje se sastoji od odreĽivanja odgovora konstrukcije jednim 

akcelerometrom, to je najstarija i najjednostavnija metoda, ali i najnepouzdanija zbog 

prisutnosti ġumova i smetnji u mjerenjima signala. Pobude su najļeġĺe impulsne, a 

mjerenje se vrġi pri slobodnom istitravanju konstrukcije. Ovom metodom moģemo iz 

vremenskog zapisa odrediti logaritamski dekrement priguġenja (a iz njega moģemo i 

priguġenje) i to najļeġĺe samo za prvu vlastitu frekvenciju. Iz vremenskog i 

spektralnog zapisa moģemo odrediti vlastitu frekvenciju, ali ne moģemo odrediti oblik 

titranja. Odgovor konstrukcije se moģe registrirati u vremenskom podruļju x(t), moģe 

se odrediti spektralni odgovor X(f) koji se najļeġĺe promatra u obliku magnitudne 

funkcije [8,21]. 

 

 

Slika 13 Vremenski zapis impulsne pobude 
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3.1.4. Klasiļna eksperimentalna modalna analiza 

Dinamiļke parametre konstrukcije moģemo odrediti serijom mjerenja funkcija 

frekventnog odgovora izmeĽu jedne ili viġe referentnih toļaka na kojima se nanosi 

pobuda i odreĽenog broja mjernih toļaka (u naġem sluļaju stupnjeva slobode, DOF). 

Stupanj slobode je mjerna toļka i smjer definiran na konstrukciji. Mjerenjem FRF-a 

moģemo dobiti vlastitu frekvenciju i oblik titranja izmeĽu bilo koja dva stupnja 

slobode, osim ako oni ne predstavljaju nultoļku pojedinog modalnog oblika. Kako 

bismo dobili ispravne podatke o modalnim oblicima, trebamo izvesti dovoljan broj 

mjerenja za dovoljan broj stupnjeva slobode [5,21]. 

Postoje ļetiri osnovne konfiguracije ispitivanja kod odreĽivanja funkcije 

frekventnog odgovora koje ovise o broju pobuda koje se primjenjuju (ulazni signali ili 

funkcije) i o broju kanala na kojima se mjeri odgovor konstrukcije (izlazni signali ili 

funkcije) [18]: 

SISO ï Jedan ulaz jedan izlaz (eng. Single input single output) 

SIMO ï Jedan ulaz viġe izlaza (eng. Single input multi output) 

MISO ï Viġe ulaza jedan izlaz (eng. Multi input single output) 

MIMO ï Viġe ulaza viġe izlaza (eng. Multi input multi output) 

 

Od gore navedenih najbolja je MIMO jer se prikupljanje podataka provodi u 

najmanjem vremenu s najmanje promjena uvjeta pri ispitivanju. Koriġtenjem viġe 

pobuda vibracije konstrukcije su ujednaļene, te se izbjegava moguĺnost pogreġke 

radi nelinearnosti sustava, ali je najzahtjevnija s aspekta opreme koja se koristi za 

obradu i prikupljanje podataka. 

SIMO konfiguracija je povoljna jer pobudu nanosimo na jednom mjestu a 

mjerenje se vrġi na viġe mjesta akcelerometrima, gdje mjerenja mogu biti simultana ili 

u viġe faza seljenjem. 
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Slika 14 Blok dijagram FRF-a 

 

3.1.5. Operacionalna modalna analiza 

Operacionalna modalna analiza (OMA) je metoda koja se koristi za odreĽivanje 

modalnih parametara iz signala odgovora konstrukcije na vibracijsku pobudu. 

Osnovna razlika OMA-e u odnosu na klasiļnu eksperimentalnu modalnu analizu 

(EMA) je u tome ġto nije potrebno poznavati pobudu, veĺ su dovoljni samo rezultati 

odgovora konstrukcija. To omoguĺava ispitivanje konstrukcija u operacionalnim 

uvjetima zbog ļega se joġ naziva i ambijentalna modalna analiza [11]. Za pobudu u 

operacionalnim uvjetima se usvaja pretpostavka da djelovanja na konstrukciju imaju 

prvenstveno stohastiļki karakter ġirokog frekventnog opsega [5]. 

 Poļetkom 90-tih godina proġlog stoljeĺa se prvi puta spominje primjena OMA-e 

i od tada nalazi ġiroku primjenu pri dinamiļkim ispitivanjima graĽevinskih konstrukcija 

kao ġto su zgrade, mostovi, tornjevi, morske platforme i sl. Razlog toj ġirokoj primjeni 

OMA-e kod graĽevinskih konstrukcija je njihova veliļina. Kada bismo ģeljeli 

kontrolirano nanositi odreĽenu funkciju dinamiļke pobude, morali bismo koristiti vrlo 

velike i skupe pobuĽivaļe te u veĺini sluļajeva se konstrukcija ne bi mogla koristiti 

tijekom ispitivanja. Pobude koje se javljaju prilikom uporabe graĽevinskih 

konstrukcija, kao ġto su prometno optereĺenje, vjetar, valovi i seizmiļka mikro 

podrhtavanja, su stohastiļke i sadrģe frekvencije ġirokog raspona odnosno imaju 

karakteristike bliske pobudi bijelim ġumom. Takve pobude kod ispitivanja klasiļnom 

EMA-om predstavljaju smetnje u ulaznom signalu koje se preklapaju sa kontrolirano 

nanoġenim pobudama i uzrokuju ġum kod odreĽivanja modalnih parametara. I kod 

graĽevinskih konstrukcija se mogu pojaviti neke pobude koje nisu stohastiļkog 

karaktera, kao na primjer od rada proizvodnih postrojenja, ventilacionih sistema, 
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turbina, generatora i sl. te uzrokuju deterministiļku harmoniļku pobudu. Navedene 

pobude mogu uzrokovati greġke i krivu interpretaciju rezultata kod primjene metode 

OMA-e. Iz tog razloga ih je potrebno prije provoĽenja mjerenja prepoznati te 

eliminirati njihov utjecaj kod odreĽivanja dinamiļkih parametara. 

Velika prednost metode OMA-e je u tome ġto zahtjeva samo koriġtenje opreme 

koja sluģi za prikupljanje i obradu funkcije odgovora konstrukcija. Ta oprema se 

najļeġĺe sastoji od akcelerometara i sustava za prikupljanje podataka kojeg ļine 

analizator, analogno-digitalni pretvaraļ i osobno raļunalo. Samim time provoĽenje 

eksperimenta postaje jednostavnije, brģe i znatno jeftinije. Ļinjenica da ne 

poznajemo ulaznu pobudu opĺenito uzrokuje odreĽenu nesigurnost kod odreĽivanja 

dinamiļkih parametara metodama kojima se mjeri samo odgovor konstrukcije, ali 

sofisticirane metode OMA-e tu nesigurnost svode na minimum [5]. 

Metode OMA-e dijele se u dvije osnovne skupine, a to su metode razvijene u 

frekventnom podruļju i metode razvijene u vremenskom podruļju. Metode razvijene 

u frekventnom podruļju temelje se na dekompoziciji funkcija odgovora konstrukcije u 

frekventnom podruļju (eng. Frequency Domain Decomposition, FDD), a metode 

razvijene u vremenskom podruļju baziraju se na metodama stohastiļke identifikacije 

potprostora (eng. Stochastic Subspace Identification, SSI). 
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3.1.5.1. Dekompozicija frekventnog podruļja (FDD) 

Metoda dekompozicije frekventnog podruļja (FDD) je metoda koja se zasniva 

na singularnoj dekompoziciji funkcije autospektralne gustoĺe snage odgovora 

viġestupanjskog sustava [5]. Temeljna pretpostavka metode je da funkcija pobude 

odgovara ļistom Gaussovom bijelom ġumu te da su svi vlastiti oblici lagano priguġeni 

[9]. FDD metodu moģemo smatrati proġirenjem metode osnovnog frekvencijskog 

podruļja (eng. Basic Frequency Domain, BFD) koja se joġ zove i metoda odabira 

vrhova (eng. peak picking) [10]. OdreĽivanje modalnih parametara kod klasiļne 

metode odabira vrhova funkcija spektralnog odgovora daje dobre rezultate u sluļaju 

kada pojedini modovi nisu blisko rasporeĽeni u spektru. Ukoliko su modovi vrlo bliski, 

a ne jasno razdvojeni, postaje ih vrlo teġko uoļiti. FDD metoda procjenjuje modove 

na temelju dekompozicije singularne vrijednosti (eng. Singular Value Decomposition, 

SVD) matrice spektralnih gustoĺa snaga odgovora konstrukcije [11]. Na slici 15 

vidimo ilustraciju definicije modalne domene promatranog vrha u frekventnom 

podruļju. Gornja slika prikazuje modalnu dekompoziciju koristeĺi SVD matrice 

spektralnih gustoĺa snaga, a donja slika prikazuje kako je definirana modalna 

domena dijelom funkcije korelacije Ὠ ɱ . 

 

Slika 15 Prikaz modalne dekompozicije [13] 

Prvi korak analize je izvrġiti diskretnu Fourierovu transformaciju (eng. Discrete 

Fourier Transform, DFT) na dobivenim podacima u vremenu u smjeru pojedinih 

mjerenih stupnjeva slobode kako bismo dobili kvadratnu matricu spektralnih gustoĺa 
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snaga koja sadrģi sve frekventne informacije. Ako oznaļimo broj mjerenih stupnjeva 

slobode s ὲ, veliļina ove matrice je ὲ ὲ. Svaki element ove matrice je funkcija 

spektralne gustoĺe snage. Dijagonalni elementi su funkcije autospektralne gustoĺe 

snage, a ostali elementi su funkcije meĽuspektralnih gustoĺa snage. Sve ove matrice 

su Hermitske, odnosno one su simetriļno kompleksno konjugirane ġto znaļi da imaju 

kompleksno konjugirane elemente oko dijagonale [12]. ProvoĽenjem postupka SVD-

a, matrica spektralnih gustoĺa se razlaģe na skup funkcija autospektralne gustoĺe 

snage, od kojih svaka odgovara jednom stupnju slobode [10]. Teoretska podloga 

FDD metode i postupaka SVD prikazana je u radu Brinckera i suradnika [10] i temelji 

se na odnosu ulaznih pobuda Ὢὸ i odgovora konstrukcije ὼὸ. Ovdje ĺemo se 

osvrnuti samo na rezultate FDD metode. 

Rezultat dekompozicije matrice spektralnih gustoĺa snaga odgovora pri 

pojedinoj diskretnoj frekvenciji Ὥ su matrice Ὗ  i Ὓ . Matrica Ὗ

όȟόȟ   Ȣ  Ȣ  Ȣ  ȟό  je unitarna matrica koja sadrģi singularne vektore ό , a Ὓ  je 

dijagonalna matrica koja sadrģi skalarne singularne vrijednosti. U blizini vrha funkcije 

autospektralne gustoĺe snage koji odgovora ὶ-tom modu, taj mod je najļeġĺe 

dominantan. U sluļaju kada dominira samo ὶ-ti mod, prvi singularni vektor ό  

predstavlja modalni oblik pri toj frekvenciji • ό , dok je odgovarajuĺa singularna 

vrijednost autospektralna gustoĺa snage jednostupanjskog sustava pri toj frekvenciji 

[5]. 

Osnovna FDD metoda je brza i efikasna u odreĽivanju vlastitih frekvencija i 

modalnih oblika. Kako je veĺ navedeno, metodu provodimo uz pretpostavku da 

pobuda konstrukcije ima karakter Gaussovog bijelog ġuma, s malim priguġenjima te 

da su modalni oblici geometrijski ortogonalni. Ako neke od ovih pretpostavki nisu 

zadovoljene, ova metoda je i dalje toļnija od klasiļne metode odabira vrhova 

spektralnih funkcija odgovora konstrukcije. OdreĽivanjem vrhova funkcije spektralne 

gustoĺe snage nakon provedene dekompozicije na singularne vrijednosti, direktno 

odreĽujemo modalni oblik za tu frekvenciju. Osnovnom FDD metodom ne mogu se 

odrediti koeficijenti priguġenja. 

Za odreĽivanje i modalnih priguġenja, postoje naprednije metode kao ġto su 

metoda poboljġane dekompozicije frekventnog podruļja (eng. Enhanced Frequency 

Domain Decomposition, EFDD) i FDD metoda izjednaļavanja krivulja (eng. Curve ï 
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fit Frequency Domain Decompositon, CFDD). EFDD metodom se odreĽuje funkcija 

spektralne gustoĺe snage jednostupanjskog sustava u blizini vlastite frekvencije 

odnosno rezonantnog vrha, zatim se ta funkcija jednostupanjskog sustava vraĺa u 

vremensko podruļje inverznom diskretnom Fourierovom transformacijom (IDFT) i 

predstavlja procjenu funkcije korelacije jednostupanjskog sustava. Tako odreĽene 

funkcije u vremenskom podruļju koriste se za odreĽivanje vlastitih frekvencija i 

koeficijenata priguġenja pojedinog moda. CFDD metoda za odreĽivanje modalnih 

parametara koristi izjednaļavanje krivulja jednostupanjskih sustava u frekventnom 

podruļju, a priguġenje se zatim odreĽuje iz oġtrine rezonantnog vrha [5]. 

 

 

Slika 16 Normalizirana funkcija korelacije [5] 

 

Slika 17 OdreĽivanje vlastite frekvencije brojenjem prolazaka kroz nulu [5]  
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4. Eksperimentalna istraģivanja 

Kao ġto je ranije reļeno, eksperimentalno su odreĽeni dinamiļki parametri 

konstrukcije koji su koriġteni za kalibriranje numeriļkih modela te za detekciju 

kritiļnih elemenata konstrukcije. Eksperimentalna istraģivanja vrġena su u sklopu 

istraģnih radova i petogodiġnjeg monitoringa konstrukcije katedrale sv. Jakova u 

Ġibeniku koji za Ġibensku biskupiju provodi Zavod za tehniļku mehaniku 

GraĽevinskog fakulteta Sveuļiliġta u Zagrebu. Eksperimentalni rezultati prikupljeni u 

okviru istraģnih radova, posluģili su kao podloga za pisanje ovog rada. 

 

 

 

Slika 18 Tlocrt katedrale s osima 

A A 

B 

C 

D 

B 

C 

D 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 
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Slika 19 Presjek katedrale s osima 

 

4.1. Metode ispitivanja 

Klasiļnom eksperimentalnom modalnom analizom (EMA) i operacionalnom 

modalnom analizom (OMA) provedena su eksperimentalna mjerenja u svrhu 

odreĽivanja dinamiļkih parametara. 

Postavljanjem akcelerometara na 108 mjernih mjesta, te uz koriġtenje 

operacionalne modalne analize pri ambijentalnim pobudama odreĽeni su oblici i 

periodi titranja konstrukcije u cjelini. Rezultati OMA-e iskoriġteni su za kalibraciju i 

validaciju numeriļkog modela. 
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4.2. OdreĽivanje vlastitih frekvencija zatega 

4.2.1. Mjerna mjesta i postupak ispitivanja 

Klasiļnom eksperimentalnom modalnom analizom ispitane su 24 zatege. Na 

navedenim zategama odreĽen je odziv na impulsnu pobudu odnosno vlastite 

frekvencije. Na zategama C-D 4, C-D 3, 3-4 C i 6-7 C, ispod juģne galerije i na zategi 

B-C 6, primijenjena je metoda OMA-e te su uz vlastite frekvencije odreĽeni i oblici 

titranja te koeficijenti priguġenja. Eksperimentalno odreĽene vlastite frekvencije 

zatega su koriġtene za procjenu sila u zategama. 

 

4.2.2. Rezultati eksperimentalnih ispitivanja 

Tijekom ispitivanja u sjevernoj i juģnoj galeriji, primijeĺene su nepravilnosti u 

samoj geometriji zatega, njihovoj ukupnoj duljini, te duljini sidrenja u zid (Slike 20 i 

21). To stvara poteġkoĺe kod odreĽivanja unutarnjih sila iz prve vlastite frekvencije, 

za takve zatege u analizi su odreĽene unutarnje sile koje ukazuju da se u tim 

zategama nalazi tlaļna sila, ġto je s obzirom na poloģaj zatega izmeĽu luka i njihovu 

vitkost nelogiļno. Te zatege se radi gore navedenih razloga nisu detaljno analizirale i 

razmatrale u radu. 

 

Slika 20 Sidrenje zatega u galeriji 
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Slika 21 Upitni rubni uvjeti zatega u galeriji 

 

Na zategama B-C 6, C-D 4, C-D 3, 3-4 C i 6-7 C, napravljena je detaljnija 

analiza s kojom su osim frekvencija odreĽeni i oblici titranja. Postavljeno je pet 

akcelerometara na jednu stranu zatege, od kojih se jedan proglasio referentnim. 

Udarom ļekiĺa izmeĽu postavljenih akcelerometara (Slika 22), te mjerenjem 

odgovora zatega (Slika 23) na pobudu, modalnom analizom odreĽeni su oblici 

titranja. Za navedene zatege napravljena su po 2 mjerenja sa seljenjem ļetiriju 

akcelerometra i tako je dobiveno ukupno 9 mjerenih toļaka na zategama, te 2 krajnje 

za koje se pretpostavilo da su nepomiļne, ġto je i potvrĽeno zakrivljenoġĺu prvog 

modalnog oblika. (Slika 24) 
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Slika 22 PobuĽivanje zatege C-D 3 na titranje pomoĺu udarnog ļekiĺa 

 

 

Slika 23 Funkcija odgovora zatege C-D 3 u frekventnom podruļju 

 

Prva 4 modalna oblika zatege C-D 3 prikazana su na slikama 24 - 27. Ostale 

zatege daju iste modalne oblike, ali ih radi preglednosti rada nismo priloģili.  
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Slika 24 Prvi oblik titranja zatege C-D 3 

 

 

 

Slika 25 Drugi oblik titranja zatege C-D 3 
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Slika 26 Treĺi oblik titranja zatege C-D 3 

 

 

 

Slika 27 Ļetvrti oblik titranja zatege C-D 3 
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4.3. Operacionalna modalna analiza konstrukcije 

4.3.1. Mjerna mjesta i postupak ispitivanja 

Mjerna mjesta odabrana su u 4 karakteristiļne uzduģne osi (A-D), 9 osi u 

popreļnom smjeru (1-9) i 5 osi po visini katedrale (R1-R5), kao ġto je prikazano na 

slikama 18 i 19. Osi su odabrane u skladu sa pristupaļnosti unutar same 

konstrukcije, postavljanjem akcelerometara u blizini krajnjih toļaka objekta i uz 

vertikalne nosive elemente moĺi ĺe se dobro aproksimirati ponaġanje cjelokupne 

konstrukcije. Najviġe toļke konstrukcije, razina R5 zajedno sa glavnom kupolom, nisu 

bile dostupne te ĺe se mjerenja na njima izvrġiti u narednom periodu. MeĽutim 

osnovne vlastite frekvencije te oblici titranja uspjeġno su odreĽeni i bez njih, a u 

prikazu oblika titranja pomaci navedenih toļaka su interpolirani s obzirom na 

susjedne toļke. 

Na svakom mjernom mjestu provedena su mjerenja u 2 horizontalna smjera. 

Ukupni broj mjerenih stupnjeva slobode je 216, on odgovara sumi 108 mjernih mjesta 

u 2 horizontalna smjera. Referentna toļka postavljena je u toļki 7-C na razini R3 

(Slika 28). 

 

Slika 28 Referentni akcelerometar u toļki 7-C na razini R3 
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4.3.2. Rezultati operacionalne modalne analize 

Za postavljanje akcelerometara na razine R3 i R4 koriġtena je hidrauliļna 

dizalica prikazana na slici 29. Eksperimentalno odreĽene vlastite frekvencije i oblici 

titranja konstrukcije u cjelini prikazani su na slikama 30, 31 i 32. Mjerenja su 

provedena pri ambijentalnim vibracijama na ukupno 108 mjernih mjesta u dva 

ortogonalna horizontalna smjera, ġto ļini ukupno 216 mjerenih stupnjeva slobode. 

Navedeni rezultati koriġteni su za kalibraciju numeriļkog modela koji je detaljnije 

razraĽen u 6. poglavlju. Eksperimentalno odreĽene vlastite frekvencije i oblici titranja 

su od velikog znaļenja za buduĺu dijagnostiku konstrukcije jer predstavlja globalne 

parametre krutosti i stanja konstrukcije. 

 

Slika 29 Hidrauliļna dizalica 
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Slika 30 Prvi vlastiti oblik titranja (3,75 Hz) 

 

 

Slika 31 Drugi vlastiti oblik titranja (5,5 Hz) 



4. Eksperimentalna istraģivanja 

35 
 

 

Slika 32 Treĺi vlastiti oblik titranja (5,875 Hz) 
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5. Analiza sila u zategama 

Teorijski i empirijski izrazi koji se koriste za odreĽivanje sila u zategama i 

ģicama iz prve vlastite frekvencije, navedeni u literaturi [16], ne vrijede za naġ sluļaj 

jer je utjecaj krutosti na savijanje na predmetnim zategama znaļajan. U prethodnom 

poglavlju prikazani su rezultati eksperimentalnih ispitivanja, u prvom redu oblici 

titranja, iz kojih je jasno vidljivo da se zatege ponaġaju kao obostrano upete grede. 

Taj podatak usmjerio nas je prema numeriļkom modeliranju zatega sa obostrano 

upetim rubnim uvjetima. (Slike 33 - 36) 

 

 

Slika 33 Prvi modalni oblik zatege C-D 3 

 

Slika 34 Drugi modalni oblik zatege C-D 3 

 

Slika 35 Treĺi modalni oblik zatege C-D 3 
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Slika 36 Ļetvrti modalni oblik zatege C-D 3 

Pomoĺu programskog paketa SAP2000 modelirani su idealni pod-modeli 

zatega (Slika 37), na kojima su odreĽene prve vlastite frekvencije u ovisnosti o 

popreļnom presjeku, materijalu i duljini zatega. Na taj naļin odreĽene su frekvencije 

neoptereĺenih zatega (Slika 38) koje usporeĽujemo s izmjerenim. Usporedbom 

dolazimo do saznanja da je potrebno opteretiti zatege vlaļnom silom (Slika 39), kako 

bi im se frekvencija pribliģila izmjerenoj frekvenciji. U programskom paketu SAP2000 

moguĺe je provesti nelinearan proraļun, na naļin da se inicijalni sustav optereti 

vlaļnom silom te se za tako optereĺen sustav odredi matrica krutosti sustava na 

kojem se provodi modalna analiza. Iterativnim postupkom zatim su odreĽene sile 

(Slika 40) kojima je potrebno opteretiti zatege, kako bi im se frekvencija podudarala s 

izmjerenom (Slika 41).  

Treba imati na umu da zatege u stvarnoj konstrukciji mogu djelomiļno odstupati 

od idealizirane geometrije i rubnih uvjeta iz numeriļkog modela. Stoga sile koje su 

dobivene ovom analizom mogu takoĽer djelomiļno odstupati od stvarnog stanja. 

MeĽutim ovaj pristup omoguĺava pribliģno odreĽivanje sila u zategama na temelju 

kojeg je moguĺe dati kvalitativnu ocjenu odnosa sila u zategama za cijelu 

konstrukciju. TakoĽer eksperimentalno odreĽene frekvencije predstavljaju vaģan 

poļetni podatak za buduĺe praĺenje frekvencija zatega kroz monitoring konstrukcije i 

odreĽivanje promjena sila u zategama. 

 

Slika 37 Model zatege C-D 3 
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Slika 38 Prva vlastita frekvencija modela zatege C-D 3 (17,38 Hz) 

 

 

Slika 39 Vlaļno optereĺenje ġtapa u obliku temperature (-28 oC) 

 

 

Slika 40 Iznos vlaļne sile u zategi C-D 3 (69,33 kN) 

 

 

Slika 41 Prva vlastita frekvencija modela zatege C-D 3 sa unesenom vlaļnom silom (29,51 Hz) 
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Za preostale zatege na isti su naļin odreĽene prve vlastite frekvencije bez 

optereĺenja, te su zatim iterativnim postupkom odreĽene sile za koje prva vlastita 

frekvencija odgovara izmjerenim vrijednostima vlastitih frekvencija zatega. Rezultati 

provedenih analiza su dani na 3D prikazima koji slijede (Slike 42 i 43). Iz prikazanih 

rezultata vidljivo je da su na razini R2 neġto veĺe vrijednosti sila u zategama na 

sjevernoj strani katedrale, dok su na razini R4 oļekivano najveĺe sile u zategama 

ispod kupole. 

 

 

Slika 42 3D pogled sa silama u zategama na razini R2 (prikazane sile su u kN) 
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Slika 43 3D pogleda sa silama u zategama na razini R4 (prikazane sile su u kN) 
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6. Numeriļki model konstrukcije 

Jedna od najstarijih metoda gradnje, koja se u nekim oblicima i danas koristi, je 

zidanje kamenim blokovima. U danaġnje vrijeme su ti kameni blokovi zamijenjeni 

blokovima od opeke ili betona. Zidana konstrukcija sastavljena je od blokova 

odvojenih sljubnicama koje mogu, a i ne moraju, biti ispunjene vezivom, odnosno 

mortom. Ġibenska katedrala je prema dostupnim podacima iz literature jedina 

katedrala u Europi koja je izgraĽena iskljuļivo od kamena i to bez uporabe vezivne 

ģbuke u sljubnicama. Sljubnice predstavljaju najslabiji dio ziĽa jer prekidaju 

kontinuitet blokova te im je ponaġanje sloģeno. Iako sama izgradnja zidanih 

konstrukcija nije komplicirana, opis i modeliranje njihovih mehaniļkih svojstava je 

problematiļno zbog sloģenog i nelinearnog ponaġanja ziĽa, ġto je posebno izraģeno 

kod seizmiļkih optereĺenja [22]. 

Numeriļki modeli konstrukcija se izraĽuju radi boljeg shvaĺanja konstrukcije i 

njenog ponaġanja. Omoguĺuju detekciju kritiļnih elemenata konstrukcije ġto nam 

moģe pokazati uzrok postojeĺih pukotina i oġteĺenja te mjesta koja je potrebno 

sanirati kako ne bi doġlo do daljnjih oġteĺenja u buduĺnosti. Potrebna je preciznost 

numeriļkog modela kako bi se izbjegli pogreġni zakljuļci koji dovode do 

predimenzioniranja ojaļanja konstrukcije, uzrokujuĺi nepotreban gubitak u smislu 

izvorne materijalne i kulturne vrijednosti, ili do nedovoljnog ojaļanja konstrukcije, 

dovodeĺi u opasnost konstrukciju i ljude koji ju koriste [23].  

Postoje mnoge metode koje se koriste za prouļavanje i modeliranje zidanih 

povijesnih konstrukcija, a razlikuju se prema stupnju sloģenosti, uļinkovitosti 

raļunala, dostupnosti podataka i toļnosti rjeġenja [23]. Niti jedna metoda nije najbolja 

u svim situacijama, veĺ je za odreĽeni sluļaj potrebno odabrati metodu koja daje 

najbolje rezultate s prihvatljivim pogreġkama i utroġkom vremena. U ovom sluļaju 

koriġtena je metoda konaļnih elemenata koja je i inaļe najļeġĺe primjenjivana 

numeriļka metoda u inģenjerskoj praksi. Metoda konaļnih elemenata se koristi za 

rjeġavanje diferencijalnih i parcijalnih diferencijalnih jednadģbi u analizi fizikalnih 

sustava radi odreĽivanja polja pomaka, deformacija, naprezanja, temperaturnih polja, 

itd. Rjeġavanje problema metodom konaļnih elemenata svodi se na rjeġavanje 

sistema algebarskih jednadģbi u kojima su nepoznanice pomaci ļvorova. Dobivena 
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rjeġenja su pribliģna i odnose se na odreĽene toļke konstrukcije. Metoda se temelji 

na diskretizaciji kontinuuma (konstrukcije) na odgovarajuĺi broj podkontinuuma ili 

konaļnih elemenata. 

U ovom istraģivanju konstrukcija Ġibenske katedrale je diskretizirana pomoĺu 

linijskih i ploġnih konaļnih elemenata. 

 

6.1. Glavni problemi pri modeliranju povijesnih 

konstrukcija 

MeĽu glavne probleme s kojima se susreĺemo pri numeriļkom modeliranju 

konstrukcija svrstavaju se opis, odnosno simulacija, geometrije konstrukcije, rubnih 

uvjeta, strukture elemenata, koriġtenih materijala i djelovanja na konstrukciju, a sve to 

dolazi do posebnog izraģaja kod povijesnih konstrukcija zbog njihove unikatnosti. 

Potrebno je spomenuti i probleme vezane za svojstva materijala, pukotine i oġteĺenja 

na konstrukciji te povijesne podatke o oġteĺenjima i sanacijama konstrukcije. 

Opĺenito kod modeliranja konstrukcija postoje mnogi izvori pogreġaka koji se mogu 

podijeliti na one koje je moguĺe izbjeĺi te na neizbjeģne [28]. 

 

6.1.1. Geometrija 

Povijesne graĽevine su ļesto okarakterizirane kompleksnom geometrijom. 

Kombiniraju razne zakrivljene jednodimenzionalne i viġedimenzionalne elemente 

poput lukova, svodova, kupola i sl. Spajaju vitke i masivne elemente kao ġto su 

stupovi, zidovi i temelji [23]. U danaġnje vrijeme geometrija viġe ne stvara velike 

probleme jer moderne numeriļke metode omoguĺavaju vrlo precizno opisivanje 

geometrije. 
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6.1.2. Materijal 

Materijal, za razliku od geometrije, stvara velike poteġkoĺe pri modeliranju jer 

tradicionalni materijali poput zemlje, drva, cigle i kamena imaju vrlo kompleksna 

mehaniļka svojstva. Kod povijesnih graĽevina, posebno zaġtiĺenih spomenika 

kulture, eksperimentalno odreĽivanje svojstava materijala je oteģano jer nisu 

dozvoljena nikakva ispitivanja koja zadiru u strukturu materijala. Za odreĽivanje 

svojstava materijala potrebno je vrġiti nerazorna ispitivanja na veĺem broju uzoraka 

kako bi se poveĺala toļnosti rezultata. U ovom radu eksperimentalno odreĽeni 

dinamiļki parametri, koji su odreĽeni nerazornim ispitivanjem, iskoriġteni su za 

kalibraciju i verifikaciju numeriļkog modela na kojem je potom izvrġena raļunska 

analiza konstrukcije. I nakon ulaganja mnogo truda kako bi se ġto bolje matematiļki 

opisale mehaniļke karakteristike zida, njegovo modeliranje joġ uvijek predstavlja 

izazov koji je potrebno i dalje unaprjeĽivati [23]. Materijali u povijesnim 

konstrukcijama su normalno vrlo heterogeni, ġto dodatno dolazi do izraģaja pri 

renovacijama kada se koriste novi materijali. 

 

6.1.3. Djelovanja  

Zbog svog dugog vijeka trajanja, povijesne graĽevine su bile izloģene raznim 

djelovanjima kao ġto su gravitacija, potresi, prirodne nepogode raznih karaktera 

(toplinskih, kemijskih, fiziļkih), izmjene u arhitektonskom smislu, neadekvatne 

restauracije i mnogim drugim. Neka od tih djelovanja se javljaju cikliļki na 

konstrukciji, neka se postepeno poveĺavaju u veĺem vremenskom periodu te se 

neka pojavljuju vrlo rijetko zbog velikog povratnog perioda [23]. 

 

6.1.4. Struktura elemenata 

Znaļajan problem predstavlja opis unutarnje strukture elemenata te njihovih 

rubnih uvjeta. Konstruktivni elementi obiļno pokazuju nehomogenu i sloģenu 

unutarnju strukturu koja se moģe sastojati od viġe slojeva, ispuna, ġupljina, razliļitih 

materijala i sl. Rubni uvjeti su mjesta koja pokazuju specifiļne geometrijske i 



6. Numeriļki model konstrukcije 

44 
 

strukturalne karakteristike u konstrukciji. Detaljno modeliranje strukture elemenata i 

njihovih rubnih uvjeta moģe biti vrlo zahtjevno iz raļunalnog pogleda, no glavni 

problem predstavlja odreĽivanje karakteristika ispitivanjem [23]. 

 

6.2. Programski paket 

Programski paket koriġten za dobivanje numeriļkog modela promatrane 

katedrale, na kojoj je izvrġen statiļki i dinamiļki proraļun, je SAP2000 v18.2.0. koji je 

jedan od proizvoda software-ske tvrtke Computers and Structures inc. (CSi).  

 

6.3. Opis numeriļkog modela 

U ovom istraģivanju raĽena je analiza djelovanja statiļkog i dinamiļkog 

optereĺenja na konstrukciju u svrhu detekcije kritiļnih elemenata konstrukcije te 

utjecaja zatega na katedrali sv. Jakova u Ġibeniku. Katedrala je trobrodna bazilika 

oblika latinskog kriģa, te je duga ukupno 38 metara, a ġiroka 14 metara. Srednja laĽa 

katedrale visoka je 19 metara, a najviġa visinska toļka na vrhu kupole je 38 metara. 

Konstrukcija katedrale sastavljena je u potpunosti od montaģnih kamenih blokova 

dok su svodovi i kupole izgraĽeni na principu utorenih ploļa.  

S obzirom da se radi o povijesnoj graĽevini, ne postoji veliki broj podataka o 

konstrukciji. Stoga u proraļun ulazimo s brojnim pretpostavkama koje kontroliramo 

uz pomoĺ rezultata eksperimentalnih ispitivanja. Koristeĺi nacrte i 3D snimku (Slika 

44), koje je izradila inģenjerska tvrtka Vektra d.o.o. iz Varaģdina, konstruirana je 

geometrija katedrale u programskom paketu AutoCAD 2016 (Slika 45). 

Model je zatim unesen u programski paket SAP2000 u kojem su zadani presjeci 

pojedinih elemenata konstrukcije. Podaci o tlu ne postoje jer nisu provedena 

ispitivanja tla pa nije moguĺe sa sigurnoġĺu odrediti uvjete tla. MeĽutim, iz rezultata 

eksperimentalnih ispitivanja odziva konstrukcije na ambijentalne pobude, moguĺe je 

zakljuļiti da je veza sa temeljima priliļno kruta pa su se u modelu na dnu postavili 

nepomiļni zglobni leģajevi. 
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Slika 44 3D model katedrale 

Slijedeĺa pretpostavka, koja je imala znaļajan utjecaj na model, je materijal. Na 

materijalu takoĽer nisu vrġena nikakva ispitivanja, stoga su za mehaniļka svojstva 

kamena u inicijalnom numeriļkom modelu preuzeti podaci prosjeļnih vrijednosti 

mehaniļkih karakteristika veĺine prirodnog kamena koji se rabi u graditeljstvu iz 

literature [24]. Kako nisu postojali vjerodostojni podaci o mehaniļkim 

karakteristikama materijala, njihovom varijacijom unutar granica koje su poznate iz 

dostupne literature, model je kalibriran prema eksperimentalno odreĽenim 

dinamiļkim parametrima. 

S juģne strane katedrale se nalazi ģupni dvor koji je naknadno graĽen, no 

postoji dilatacija izmeĽu katedrale i dvora te je stoga u modelu zanemaren njegov 

utjecaj. 
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Slika 45 Geometrija katedrale za numeriļki model 

 

Kako bi se dobio utjecaj zatega u konstrukciji, napravljena su dva numeriļka 

modela od kojih je jedan bez zatega. Kompletni model sastavljen je od 5579 ploġnih 

elemenata te 1099 linijskih elemenata, a drugi model je umanjen za 48 linijskih 

elemenata, odnosno zatega. 
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Iz priloģenoga moģemo zakljuļiti da je naġ model zapravo popriliļno 

jednostavan, no to ne mora znaļiti i da je loġ. Prednost jednostavnih modela se 

oļituje u mnogo manjoj akumulaciji pogreġaka, lakġoj interpretaciji i moguĺnosti 

ruļne provjere rezultata [28]. 

 

 

Slika 46 Numeriļki model - trodimenzijski prikaz 
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Slika 47 Numeriļki model - pogled na sjeverno proļelje 

 

Slika 48 Numeriļki model - pogledi na zapadno i istoļno proļelje 



6. Numeriļki model konstrukcije 

49 
 

6.4. Opis djelovanja na konstrukciju 

Djelovanja kojima je konstrukcija optereĺena u modelima definirana su prema 

vaģeĺim propisima i literaturi [14, 27]. U njih spada vlastita teģina (DEAD) koju 

programski paket automatski uzima u proraļun, stalno optereĺenje G, uporabno 

optereĺenje Q i potresno optereĺenje definirano s dvije spektralne funkcije.  

 

 

Slika 49 Kombinacije optereĺenja na konstrukciju 
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6.5. Spektralna analiza 

Buduĺi da se cijela Hrvatska nalazi na seizmiļki vrlo aktivnom podruļju, 

seizmiļko djelovanje ļesto bude mjerodavno za dimenzioniranje elemenata 

konstrukcije. Osim kod dimenzioniranja novih graĽevina, postojeĺe graĽevine se 

takoĽer podlaģu spektralnoj analizi kako bi se utvrdila njihova otpornost na moguĺe 

buduĺe nepogode. Propisi za proraļun i projektiranje inģenjerskih objekata u 

seizmiļkim podruļjima dani su u Eurocode-u 8 [25]. 

 

 

Slika 50 Karta potresnih podruļja Hrvatske (povratno razdoblje 475 godina) [26] 
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Potresno djelovanje se odreĽuje uz pomoĺ vrijednosti vrġnog ubrzanja 

temeljnog tla koje se razlikuje ovisno o seizmiļkom podruļju. Sa potresne karte 

Hrvatske (Slika 50)[26] oļitane su vrijednosti vrġnog ubrzanja za lokaciju katedrale: 

ὥ πȟπωτϽὫ ï za povratni period od 95 godina 

ὥ πȟρψωϽὫ ï za povratni period od 475 godina 

 

 

Slika 51 Vrijednosti horizontalnih vrġnih ubrzanja tla za povratne periode 95g. i 475g. [26] 
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6.5.1. Faktor ponaġanja 

Duktilnost konstrukcije, odnosno njena sposobnost prihvaĺanja reducirane 

seizmiļke sile bez krhkih lomova u postelastiļnom podruļju deformiranja, izraģava 

se faktorom ponaġanja konstrukcije. U taj faktor ulaze podaci o vrsti elementa, vrsti 

materijala i duktilnosti, a opĺenito se odreĽuje iz dijagrama prema slici 52 [14]. 

 

Slika 52 Seizmiļko ponaġanje vezano uz faktor ponaġanja [14] 

Za promatranu graĽevinu koja nema pretjerano nepravilan tlocrt, ali je 

nepravilna po visini te su svojstva materijala nepoznata, faktor ponaġanja je vrlo 

teġko toļno odrediti. Iz tog razloga uzimamo najnepovoljniju vrijednost faktora 

ponaġanja koja iznosi: ή ρȟυ. 

Tlo na kojem se nalazi promatrana graĽevina svrstano je u kategoriju tla ĂAñ. 

Potresno djelovanje u nekoj promatranoj povrġinskoj toļki se opĺenito prikazuje 

elastiļnim spektrom odziva (Slika 53). S obzirom da konstrukcija u nelinearnom 

podruļju moģe preuzeti manje sile od onih koje odgovaraju linearnom elastiļnom 

podruļju, radimo proraļunski spektar (Slika 54). Taj spektar uzima u obzir 

moguĺnost disipacije energije konstrukcije preko duktilnosti njenih elemenata i drugih 

nelinearnih efekata te se provodi linearna analiza ļime se izbjegava opseģna 

nelinearna analiza sustava [14]. 
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Slika 53 Elastiļni spektar odziva 

 

Slika 54 Proraļunski spektar odziva 
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6.6. Rezultati 

6.6.1. Model sa zategama 

6.6.1.1. Deformacije sustava 

 

Slika 55 Deformacije od vlastite teģine konstrukcije 

 

Slika 56 Pomaci od potresnog optereĺenja - proraļun s boļnim silama PTRSTX 
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Slika 57 Pomaci od potresnog optereĺenja - proraļun s boļnim silama PTRSTY 

 

Slika 58 Pomaci od potresnog optereĺenja ï modalni proraļun primjenom elastiļnog spektra 

odziva (RSE) 
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6.6.1.2. Osnovni dinamiļki parametri 

 

Slika 59 Vlastiti periodi i frekvencije 

 

Slika 60 Aktivirana masa 
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Vlastiti oblici tiranja 

 

 

Slika 61 Trodimenzijski, boļni i tlocrtni prikaz prvog vlastitog oblika titranja (3,72 Hz) 
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Slika 62 Trodimenzijski, boļni i tlocrtni prikaz drugog vlastitog oblika titranja (5,62 Hz) 
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Slika 63 Trodimenzijski, boļni i tlocrtni prikaz treĺeg vlastitog oblika titranja (6,01 Hz) 








































































