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1 Uvod

Kako bi došli do raznih zaključaka mnogi znanstvenici danas koriste računalne simulacije problema.
Uz pretpostavku da zadovoljavaju tražene kriterije točnosti, one često omogućuju manje zahtjevno,
financijski povoljnije i brže odvijanje nekog stvarnog procesa. Ta efikasnost potiče razvijanje sve
točnijih simulacija kako bi se smanjila potreba za izvođenjem pravog eksperimenta, te je zbog toga
povezanost računarskih i prirodnih znanosti od iznimne važnosti. Simulacija u većini slučajeva neće
u potpunosti zamijeniti realan eksperiment. Ipak, svakim danom prednosti korištenja simulacija
dobivaju na značaju.

Simulacije su također numerički pristup rješavanju kompleksnih jednadžbi. One nam omo-
gućuju modeliranje jednadžbi gibanja, a time i definiranje dinamike sustava. Nakon usporedbe s
eksperimentom, moguće je provjeriti razumijevanje glavnih procesa u sustavu te jesu li na ispravan
matematički način i prikazani. Time se postiže cilj kojem sve znanosti teže - objašnjavanje pozadine
stvarnog događaja kako bi on postao predvidljiv.

Analiza i promatranje neživog svijeta čine srž mnogih znanosti, ali jednako intrige, ako ne i više,
pruža razumijevanje živog. Tu u igru ulaze znanosti poput histologije ili citologije, koje zaključke
korisne i na većim skalama donose na temelju razmatranja osnova organizama kao što su tkiva
odnosno stanice.

Promatrajući ih fizikalno, tkivni su sustavi osobito interesantni jer su primjer neravnotežnih
sustava koje postižu stabilno stanje. Priroda tih stanja zanimljiva je iz fundamentalne perspek-
tive. Nadalje, jedno od ključnih pitanja u današnjim istraživanjima u području biofizike jest kako
takvo stanje proizlazi iz interakcija među stanicama tkiva. Takva su istraživanja također važna za
razumijevanje patologije rasta što ima direktnu primjenu u medicinskim znanostima.

Tkiva u razvoju od posebne su važnosti u poljima medicine i biologije, jer u njima leži ključ
mnogih današnjih problema kao što su cijeljenje tjelesnih oštećenja ili razvitka tumora. Ona
pokazuju određena svojstva koja se nastoje razumjeti, a mi ćemo se ograničiti na promatranje
epitelnih tkiva.

Epitelna tkiva čine jednu od četiri osnovne vrste tkiva. Ono se nalazi na vanjskoj površini
organizma, ali oblaže i unutarnje šupljine jasno određujući granice između pojednih organa. Neke
od njegovih osnovnih funkcija su osjet, izlučivanje sekreta, mehanička zaštita i selektivna apsorpcija.
Složenost ovog tkiva varira od jednog sloja, primjerice na srcu, krvnim žilama ili bubregu, do dva
i više slojeva, kao u ustima. Jedna od najčešćih vrsti tumora, karcinom, prouzrokovan je upravo
mutacijom stanica epitelnog tkiva raznih organa.

U biologiji su se tokom vremena, a potom i u biofizici, razvili takozvani moderni sustavi koji
omogućavaju standardizirana istraživanja. Jedno takvo tkivo je MDCK (Madin-Darby Canine
Kidney) tkivo. To se tkivo nalazi u distalnoj tubi bubrega koker španijela i svrstava se u takozvana
besmrtna tkiva.
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Ovo tkivo je bilo i jest fokus mnogih znanstvenih radova. Isprva kori²teno za promatranje

virusnih infekcija, MDCK tkivo kasnije je prihva¢eno kao model za razmatranje jednoslojnog

epitelnog tkiva te se na njemu promatraju efekti poput prijenosa �uida, izdrºljivosti pokrovnih

tkiva, adhezije izmežu stanica ili op¢enitih kretanja [Leighton, Stoker et al., 1987, A�olter et al.,

2009].

Ovaj se scenarij poku²alo opisati s nekoliko teorijskih modela. U kontinuiranoj granici, prvo

je primijenjena Fisher-Kolmogorljevljeva jednadºba (Marel et al. [2014]). Takožer je tkivo mode-

lirano kao aktivni �uid, modi�ciranom Navier-Stokesovom jednadºbom vezanom na populacijsku

jednadºbu Ranft et al. [2010]. Oba pristupa reproduciraju stvaranje odjeljaka, mežutim ne reprodu-

ciraju raspodjelu brzina i ubrzanje ruba nakon stvaranja stabilnog neravnoteºnog stanja u centralnom

odjeljku tkiva. Upravo je opis te dinamike centralno pitanje ovog rada.

1.1 Razvojna dinamika MDCK tkiva

Ve¢ su rana istraºivanja rasta MDCK tkiva pokazala zanimljivu dinamiku. Kako bi na²a simulacija

bila ²to to£niji reprezentant pokusa, prvo ¢emo promotriti rezultate eksperimentalnih razvoja MDCK

tkiva. Ve¢ina eksperimentalnih radova opisuje sli£na pravila u pona²anju tkiva, te je zbog toga

podosta jasno ²to se od simulacije razvoja o£ekuje.

Svako tkivo svoj razvoj po£inje iz po£etnog uzorka, koji moºe imati vi²e ili manje stanica.

Pokazuje se da odabir po£etnog trenutka ne utje£e na generalno pona²anje dinamike tkiva, te da se

op¢enito moºe razviti krivulja koja opisuje promjenu veli£ine kolonije u vremenu (Vurnek). Ipak,

oblik po£etne kon�guracije utje£e na tranzijentnu fazu. Taj je rezultat podosta vaºan, jer nam govori

da krajnji rezultati ne bi smjeli previ²e ovisiti o po£etnim uvjetima, ve¢ bi, nakon neke prolazne

faze, trebali konvergirati k istom.

Prema Kaliman [2018], povr²ina bi u prvoj, vrlo ranoj fazi trebala pokazivati eksponencijalan

rast jer je on ve¢inom posljedica dijeljenja ako je po£etni uzorak mala, rijetko nasažena kolonija

stanica. Taj je rast opisan bazom dva, zbog prirode diobe stanica gdje se stanice dijele u dvije nove.

Kasnije zbog pove¢anja broja stanica, dioba nije tako zna£ajna te pove¢anje povr²ine prestaje biti

eksponencijalno, ali tkivo ne prestaje rasti.

U po£etku se gusto¢a stanica pove¢ava naglo (Pulia�to et al. [2012]), ²to isprva usporava rast.

Taj porast nije neograni£en, te se nakon odreženog vremena primje¢uje razvoj dva odjeljka u koloniji

(Slika 1A). Sredi²nji odjeljak, poznat i kaobulk, gdje je gusto¢a stanica ve¢a jer su one generalno

manje, i rubnog odjeljka gdje veli£ina stanica postepeno raste, a gusto¢a pada. Jednom kada se ovi

odjeljci formiraju, ²to otprilike traje £etiri dana, morfologija tkiva se ne mijenja.

Prikaz gusto¢e tkiva u ovisnosti o udaljenosti od geometrijskog centra opisali su jo² 1980.

Rosen and Misfeldt [1980] te kasnije Pulia�to et al. [2012] koji govore o tome kako tkivo porast u

broju stanica balansira pove¢anjem povr²ine tkiva u svrhu odrºavanja konstantne gusto¢e sredi²njeg

2



odjeljka. Na taj se na£in postiºe spomenuta stabilnost odnosa rasta i diobe stanica. Doti£ni se efekt

moºe lako vidjeti na slici eksperimentalnih rezultata (Slika 1B). Jedna od stvari koja se u istom

pro�lu gusto¢e takožer moºe vidjeti jest razvitak slabe deformacije pri rubu tkiva. Pojava takozvane

nogiceprimije¢ena je pri uzgoju stanica na staklu u rubnom odjeljku, te ju je kao jednu od opisnih

kvaliteta vrijedno uo£iti. Njeno podrijetlo obja²njavaju Kaliman et al. [2020] opisuju¢i poja£anu

adheziju izmežu stanica u tom odjeljku tkiva.

Slika 1: Eksperimentalni rezultati promatranja MDCK tkiva. A) Eksperimentalna slika zastup-
ljenosti aktina u MDCK tkivu; preuzeto iz Vurnek. B) Eksperimentalna ovisnost gusto¢e MDCK
II tkiva na staklu o radijalnoj udaljenosti od geometrijskog centra; preuzeto iz Kaliman [2018].

Sljede¢a bitna to£ka razumijevanja razvojne dinamike jest brzina stanica koju one postiºu na

temelju stani£nih interakcija te djelovanja sa supstratom. Eksperimenti pokazuju da su rubne stanice

posebnom vrstom aktivnosti odgovorne za ²irenje tkiva, ²to rezultira u druga£ijoj �ziologiji. Naime,

one su ve¢e od ostatka stanica te nepravilnog oblika, ²to je posljedica njihovog izraºenog radijalnog

gibanja. Takožer, zanimljivo je opaºanje da se same rubne stanice u principu vrlo rijetko dijele.

Neka se obiljeºja brzine stanica mogu povezati s opisom formiranja pro�la gusto¢e, dok su druga

vidljiva tek iz direktnih prikaza brzine. Jedan takav pruºa Kaliman [2018] (Slika 2). Vidimo da

brzina vrlo brzo postiºe pona²anje koje, prema opisima, prati nadalje. Ona prvo u iznosu raste, te

se nakon nekog vremena isti rast zaustavlja. Brzina sredi²njeg odjeljka je manja od brzine ruba,

koji je zapravo dio odgovoran za ²irenje tkiva. Ovo opisuju Pulia�to et al. [2012], koji govore da

pokretljivost stanica pada s porastom gusto¢e, ²to se i dogaža u sredi²njem odjeljku. Na temelju

raspodjele brzine te povi²ene gusto¢e u sredi²njem odjeljku, to jest manje veli£ine stanica, moºe se

predvidjeti da se ve¢ina mladih stanica nalazi u rubnom odjeljku1.

1razlikujemo pojmove rubne stanice i stanice u rubnom odjeljku
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Slika 2: Ovisnost brzine stanica MDCK II tkiva na staklu o radijalnoj udaljenosti od geome-
trijskog centra; preuzeto iz Kaliman [2018]

1.2 Struktura stanica

Struktura stanica nezanemariva je razina prou£avanja, jer poznavanje pravila koja stanice prate

potencijalno bi moglo pruºiti bolji uvid u dinamiku tkiva. Optimalan opis te organizacije stanica

bio bi kori²tenjem matemati£kim modelom, jer bi on omogu¢io olak²ano ra£unalno simuliranje.

Jedan od poku²aja navedenog modeliranja uvode Honda [1978]. Ondje je podjela epitelnog tkiva

opisana Voronojevom teselacijom. Daljnu analizu ovog postupka nalazimo u Kaliman [2018], gdje

je kori²ten centralni Voronojev dijagram. Njegov je centar smje²ten u sredi²tu stani£ne jezgre. Slika

3 jednostavno prikazuje relativno poklapanje stani£ne membrane, u kojoj je zastupljenV-katenin, s

granicama odreženim Voronojevim dijagramom konstruiranim na prethodno opisan na£in. Takožer

je izra£unata snaºna korelacija izmežu povr²ine stanice i njenog opsega.

Slika 3: tUsporedba raspodjele stanica s Voronojevim dijagramom generiranim na centrima
mase jezgara stanica; preuzeto iz Kaliman [2018]

Sljede¢i vaºan rezultat nije kvantitativno prikazan za Voronojeve dijagrame generirane to£-

kama, ve¢ likovima poput elipse. Ipak, kvalitativno, rezultat koji primijetimo u velikoj ¢e mjeri

biti primjenjiv i za nama signi�kantne to£kaste generatore. Prou£avana je udaljenost izmežu centra
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stani£ne jezgre i centra mase stanice u realnom tkivu (� � " C:8E>) i u slu£ajno pakiranom Voro-

nojevom dijagramu (� � " +>A>=> 9). Slu£ajno pakiranje elipsi jest njihovo slaganje u prostoru bez

preklapanja. Iz doti£ne se usporedbe (Slika 4) jasno vidi da je� � " C:8E>iznosom relativno mala,

ali ipak postojana udaljenost za sve gusto¢e. Drugim rije£ima, centar mase i centar stani£ne jezgre

gotovo se podudaraju, razlika £ak dodatno pada s rastom gusto¢e tkiva, no ne dolazi do potpunog

podudaranja. Vaºno je primijetiti i da je� � " +>A>=> 9uprosje£en ve¢i od� � " C:8E>²to se moºe

primijetiti i kod to£kastih generatora, ali pribliºavanje krivulja za ve¢e gusto¢e rezultat vezano je

isklju£ivo uz generatore £ija je povr²ina razli£ita od nule.

Slika 4: Ovisnost udaljenosti to£kastog generatora Voronojeve ¢elije od njenog centra mase o
gusto¢i; preuzeto iz Cavaliere Lokas and Deli¢ [2019] i Kaliman [2018]
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2 Metode

Do danas se razvio niz metoda simuliranja tkiva. Jedan od njih naziva se verteks model, te se

zasniva na ideji da se stanica epitela moºe prikazati kao ²esterokut (Barton et al. [2017]). Taj model

je isto posebno prilagožen simulacijama samostoje¢ih tkiva, koji ne osje¢aju trenje s podlogom.

Druga vaºna klasa modela je model koji predstavljen u Sepúlveda et al. [2013] gdje je svaka stanica

prikazana kao to£kasta £estica.

Model koji mi koristimo opisuje stanicu tkiva pomo¢u dvije £estice, u kojem svaka od £estica u

stvarnosti predstavlja pol diobenog vretena stanice u razvoju. Na taj se na£in pored ostalih bitnih

obiljeºja razvoja moºe regulirati i rast stanice te njenog utjecaja na stani£nu proliferaciju, ²to je o£iti

nedostatak primjerice jedno£esti£nog modela.

2.1 Osnovni model

2.1.1 Fizi£ka pozadina

Samu ideju �zi£ke pozadine na²eg dvo£esti£nog modela na²li smo u radovima Basan et al. [2011],

gdje se problem razmatra Newtonovom mehanikom. Zbog toga su uvedene sile kojima se nastoje

opisati razne disipacije, rast stanica, zauzimanje prostora te toplinski efekti.

’irenje diobenog vretena opisujemo silom rasta®� � koja djeluje izmežu £esticai te j iste stanice,

£ija snaga pada s rastom stanice:

®� �–8 9=
�

¹A8 9̧ A0º2
Â8 9 (1)

Njoj se suprotstavlja unutarstani£na sila trenja®� � kao posljedica gibanja £estica unutar stanice:

®� �–8 9= � W2l ¹A8 9ºÂ8 9¹®E9 � ®E8ºÂ8 9 (2)

l ¹A8 9º =

8>><

>>
:

1 � A8 9

AC
A8 9Ÿ ' C

0 A8 9� ' C

(3)

A8 i A9 ozna£uju poloºajei-te odn. j-te £estice (®A8 9= ®A9 � ®A8, A8 9= j®A8 9j, Â8 9= ®A8 9

A8 9
), dok su®E8 te ®E9

pripadne brzine.®� 8 9biti ¢e sila kojom i-ta £estica djeluje naj-tu. Funkcijal ¹A8 9º se prema Nikunen

et al. [2003] standardno koristi kao teºinska mjera dosega disipativnih sila, dok je' Ckonstanta

kori²tena za opis dosega disipativnih sila.

U na²em modelu pretpostaviti ¢emo i vanstani£ne sile, £iji smo doseg ograni£ili na bliske stanice.
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Tako uvodimo adhezijsku silu izmežu dvije stanice®� � :

®� �–8 9=

8>><

>>
:

� 50Â8 9

A8 9
A8 9� ' ?? i A8 9� ' ?? � 53

0 ina£e
(4)

gdje je s 50 odrežena ja£ina, a s' ?? doseg adhezijske sile. Sli£no kao i unutar stanice, i za

mežudjelovanje £estica razli£itih stanica uvodimo disipativnu silu®� � :

®� �–8 9= �

8>><

>>
:

W?

Wk

� l ¹A8 9ºÂ8 9¹®E9 � ®E8ºÂ8 9 (5)

koja je razloºena koe�cijentimaW? i Wk kako bi se uzelo u obzir trenje u oba smjera.

Sljede¢a sila, koja je ograni£ena na male udaljenosti £estica, nastaje kao posljedica volumne eks-

kluzije:

®� �–8 9=

8>><

>>
:

5E¹¹ ' ? ?

A8 9
º5 � 1ºÂ8 9 A8 9� ' ??

0 A8 9¡ ' ??

(6)

Za kraj nam ostaju dvije sile, koje se pojavljuju zbog okoline u kojoj se tkivo nalazi. Zbog trenja s

podlogom uvodimo silu®� � , a zbog topline uvesti ¢emo nasumi£no, kaoti£no gibanje prouzrokovano

silom ®� � :

®� �–8 = � WB®E8 (7)

®� �–8 = 5A¹cosq–sinqº) (8)

gdje jeWBkoe�cijent trenja vezan uz podlogu,5Anasumi£na snaga uzeta iz Gaussove raspodjele oko

nule sa ²irinom: � ) a q nausmi£an kut u intervalu [0, 2c>.

Basan et al. [2011] ipak nailaze na nekoliko problema. Ovaj model sam po sebi ne regulira

oblik stanice. Zbog toga nije u mogu¢nosti odrediti njenu veli£inu, ali niti njene prave susjede. To

pak umanjuje to£nost pri ra£unanju mežustani£nih sila. Kako bismo promotrili pravila u pona²anju

veli£ine stanica te jednozna£no odredili granice stanica, te uzev²i u obzir optimizaciju oblika stanice

uvodimo Voronojev dijagram.

2.1.2 Voronojev dijagram

Na temelju navedenih nedostataka na²eg dvo£esti£nog modela te poneseni eksperimentalnim rezul-

tatima navedenim u uvodu u na² ¢emo model uvesti ranije spomenutu Voronojevu teselaciju.
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